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Capítulo 1 


Introducción- El espacio métrico 

Espacio métrico. 


Distancia. 


Espacio euclídeo n- dimensional. 

Conjuntos puntuales. 


Entorno. <¡ 

__f\nto Frootera 

Puntos interiores, 

F\jnto intador 

exteriores y frontera. 


Punto de acumulación. 

Frontara <Je P 

Revisión de las curvas en el plano. 

La función lineal. 


Las cónicas. 


Sistema de coordenadas polares. 
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INTRODUCCIÓN - EL ESPACIO MÉTRICO 

Comenzamos este trabajo haciendo un repaso de algunos conceptos de geo- 
metría analítica estudiados en Análisis I y los generalizaremos al plano, al 
espacio y al espacio n-dimensional. 

Conceptos básicos 

Espacio métrico: es todo conjunto no vacío de elementos llamados puntos 
entre los cuales se ha defmido una función denominada 
distancia. 

Distancia: la distancia entre dos puntos P y Q es un número real no negativo 
que se denota como I P - Q I y que goza de las siguientes propie- 
dades 


a) 

1P - Q1 

= 0 oP = Q 

b) 

Ip-qI 

+ 

1 

fo 

IV 

O 

i 

c) 

Ip-qI 

= Q-P 


Esta última propiedad indica que la distancia entre dos puntos no depende 
del orden de los puntos sino de sus coordenadas. 

Espacio euclídeo n-dimensional 

Una n-upla es una sucesión de n números reales. Si tenemos dos números 
tenemos un par: (xi;x 2 ), si tenemos tres números tenemos una tema: 
(xi;x 2 ;x 3 ), en general para n números: (jcipc2;....pcn) s se tiene una n-upla. Indi- 
camos como P n al conjunto de todos los puntos de un espacio n-dimensional. 
Por ejemplo: con P : 2 indicamos los puntos del espacio bi-dimensional (el 
plano), con R 3 el espacio tri-dimensional. 

Si P = (jcipc 2 ;....pcn) y Q = (yi;_y 2 ;....;yn), se define como distancia euclídea entre 
los puntos P y Q al número real: 


p — QI =+V(u -u ) 2 + (y 2 -x 2 ) 2 +- + {y„-x n ) 2 
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Queda así definido un espacio que se denomina espacio euclideano w-dimen- 
sional. Este espacio es un espacio métrico. 

CONJUNTOS PUNTUALES. ENTORNOS. RECINTOS 


Recordemos ahora algunos conceptos ya vistos en Análisis I que generaliza- 
remos a 3 dimensiones. 

Entorno de un punto 

E (P 0 ;/i) (entorno de centro P 0 y radio h) es el conjunto de puntos que se en- 
cuentran a una distancia de P 0 > 0 y < h. 

En dimensión 1 


+-► 


En el espacio uni-dimensional : P 0 = x 0 . 

xe E (P 0 ;/7) <=> xe ( xo~h ; xo+h ) <=> 0 < | x-x 0 1 < h 


En el espacio uni-dimensional, un punto pertenece al entomo de centro P 0 y 
radio h si pertenece a un intervalo abierto de centro P 0 y amplitud h. 


En dimensión 2 

En el espacio bi-dimensional : P 0 = (x 0 ;y 0 ). 

Entorno circular 


v.-*- f') 

V 

i 
i 


(x;y)e E (P 0 ;h) <=> 0 < +^j(x-x 0 ) 2 +{y-y 0 ) 2 < h 

En el espacio bi-dimensional, un punto pertenece al entomo de centro P 0 y 
radio h si es un punto interior a un círculo de centro P 0 y radio h. 

VA 

Entorno cuadrado (de semiamplitud h) 


(x;y)e E (P 0 ;h) <í=> 


0 < |x —x 0 | < h 
\Q^\y-y 0 \<h 


l- 

! h 


-1 

i 

i 

i 

h i 

_i 


▲ X 
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En dimensión 3 



En el espacio tri-dimensional : Po= (xo;>’o;zo). 



(x;y;z) e E (Po;/?) <=> 0 <+^J(x-x 0 ) 2 +(y-y 0 )~ +(z-z 0 ) 2 <h 


x 



En el espacio tri-dimensional, un punto pertenece al entomo de centro Po y 
radio h si es un punto interior a una esfera de centro Po y radio h. 

Entorno reducido 

Es el que resulta de excluir en un entorno su centro: E*(P 0; /?) = E (Po ; /?) - {Po} 

Clasificación de los puntos 
Punto interior 

Un punto A es interior al conjunto S si y sólo si existe un entorno de A to- 
talmente incluido en S. De la definición surge que A debe pertenecer a S. 

A es un punto interior a S o 3 E(a)/E(a) c S . 

Punto exterior 

Un punto es exterior a un conjunto S si y sólo si existe un entomo de A al cual 
no pertenece ningúnpunto de S. A es exterior a S o 3E(A)/E(A)n S = </>. 

Punto frontera 

Un punto A es frontera del conjunto S si y sólo no es interior ni exterior al 
mismo. Es decir que en un entomo del punto A hay puntos que pertenecen al 
conjunto S y oros que no pertenecen al conjunto S. 

Punto de acumulación 


Un punto A ,perteneciente o no a un conjunto S, es de acu- 
mulación de dicho conjunto cuando en todo entomo re- 
ducido suyo existe algún punto de S. 



B 


A es un punto de acumulación de S o V E* (a) / E*(a) n S ^ <p 






10 


Alejandro £ García Venturini 


E1 punto A es interior al conjunto S y es de acumulación de S porque en todo 
entomo reducido de él siempre hay otros puntos del conjunto S. 

E1 punto B está sobre la frontera, también es de acumulación de S porque en 
todo entomo reducido de él se encuentra al menos otro punto del conjunto S. 

Pero el punto C no es de acumulación porque hay entomos del punto en el 
cual no se encuentran otros puntos del conjunto S, es exterior. 

Punto aislado 

Un punto A perteneciente a un conjunto S es aislado si no es de acumula- 
ción, sí y sólo si existe un entomo reducido de A al cual no pertenece ningún 
punto de S. A es aislado « Aéí'a 3E*(a)/E*(a) n S = <f). 

Conjunto derivado S': es el conjunto formado por todos los puntos de acu- 
mulación de S. 

Conjunto denso en sí: un conjunto es denso en sí si todos sus puntos son de 
acumulación. Debe estar incluido en el conjunto de- 
rivado, ScS’. 

Frontera: la frontera de un conjunto S es el conjunto de todos sus puntos 
frontera. 

Conjunto abierto: un conjunto es abierto si todos sus puntos son interiores. 

Conjunto cerrado: un conjunto es cerrado cuando la frontera pertenece al 
conjunto. 

Conjunto perfecto: un conjunto es perfecto si S = S’, o e sea que es denso y 
cerrado. 

Conjunto conexo: son conjuntos en los cuales dos puntos cualesquiera pue- 
den unirse mediante una poligonal de un número finito de 
lados cuyos puntos pertenecen todos al conjunto conside- 
rado. Por ejemplo: círculos, rectángulos, paralelogramos. 


Recinto: es la unión de un conjunto conexo abierto y alguno o todos sus 
puntos fronteras. 
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Recinto abierto: es el conjunto conexo cuyos puntos son todos interiores (no 
hay puntos frontera). 

Recinto cerrado: es un recinto en el cual están incluidos todos los puntos 
frontera. 


Veamos algunos ejemplos: 


1) A= {(x;y )e 2 / x 2 + y° < 1} 



En este caso el conjunto A está formado por los puntos 
interiores a una circunferencia de radio 1. 




\ 


/ 


-► 

X 


A¡ = {(x;y) g F 2 / x 2 + y 2 < 1 } = A 
A e = {(x;y)e I 2 /x 2 + y 2 > 1} 

A f = {(x;y)e I 2 / x 2 + y 2 = 1} 

A'= {(x;y) e 1 2 /x 2 + y 2 < 1}, es un conjunto denso en sí, pero no perfecto. 


E1 conjunto de puntos interiores es el mismo conjunto A, todos los puntos de 
A son interiores. E1 conjunto de puntos exteriores son los puntos que están 
fuera del círculo de radio 1 y la frontera está formada por los puntos que per- 
tenecen a la circunferencia de radio 1. 

Este es un ejemplo de un conjunto abierto, porque todos sus puntos son inte- 
riores. También es un ejemplo de conjunto conexo y de recinto abierto. 

2) B = {(x;y)e E 2 / 1 < x < 4 a 2 <y < 5} va 

5 ■ . 

En este caso el conjunto A está formado por lo puntos inte- 

riores al rectángulo y los pertenecientes a dos de sus lados. _; 

= {(x;y)e F 2 / l<x<4 A2<y<5} __ 

B e = {(x;y)e R 2 /x>4 vx< 1 vy>5 vy<2} 1 4 x 

B f = {(x;y)el 2 /[(x= lvx = 4) a (2 <y < 5)]v [(y =2 vy = 5) a (1< x < 4)]} 
B' = {(x;y) e F 2 / l<x<4A2<y<5},esun conjunto denso en sí. 


E1 conjunto de puntos interiores es el conjunto de puntos interiores al rectán- 
gulo, conjunto de puntos exteriores son los puntos que están íuera del rec- 
tángulo y la frontera está formada por los lados del rectángulo. 

Este es un ejemplo de un conjunto que no es abierto ni cerrado. Pero es un 
conjunto conexo. No es un conjunto perfecto. 
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Ejercicios Propuestos 


1) Determinar el conjunto de puntos interiores, exteriores, fronteray con- 
junto derivado de los siguientes conjuntos 

a) A = {(x;y)e i 2 / y < x 2 a y < 2} 

b) B = {( x;y)& 2 / [(x-1) 2 +y 2 < 1] v [(x-1) 2 +y 2 > 3]} 

c) C = {(x;j)g * 1 1 y>x 2 a y <4} 

d) D = {(x;y)e I 2 / (x 2 +/< 1) a y > 0} 

e) E = {(x;y) e R 2 /0<x<2a0<v<1} 

f) F = {(x;y)e R 2 / x 2 +J 2 > 4} u {(x;_v)g R 2 / x 2 +y 2 < 1} 

g) G = {(x;y)e P 2 / y>x a _y-x<2} 

2) Determinar el conjunto derivado de cada conjunto e indicar si el conjunto 
es perfecto denso o en sí 

a) A = {(x;y)e I" 2 / x 2 +y 2 > 4} 

b) B = {(x;y) e P 2 / x 2 +_v 2 < 1} 


Respuestas 

1) A, = A 

Af= {(x;y)e P 2 / {y = 2 a (x > y¡2 v x < - -Jl )] v 
(v = x 2 Aj/< 2)} 

A e = {(x;_y)e 1 2 / _v>x 2 v_v>2} 

A' = {(x;_y)e ' 2 /_y < x 2 a y < 2} } 


A VA 



0 


► 

X 


B,= B 

B f= {(x;v)g T' 2 /(x-1) 2 + v 2 =l v (x-1) 2 + v 2 = 3} 
B e = {(x;v)e R 2 / 1< (x-1) 2 + v 2 < 3} 

B' = {(x;y)e I 2 / [(x-1) 2 + v 2 < 1] v 
[(x-1) 2 +/<3]} 
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C, = {(x;v)g F ; 2 /y > x 2 a v < 4} 

C/= {(x;v) g 2 / (y = x 2 a v < 4) v (y = 4 a | x | < 2)} 

C e = {(x;y)G I 2 / y < x 2 v y > 4} 

C'= {(x;y)G F 2 /y >x 2 a y<4} 


v* 


:1 




í 

W • 


> 

x 


D,- = {(x;y)e F 2 / x 2 + y 2 < 1 a y > 0} 

D/= {(x;y)e R 2 /y = 0 a |x|<lvy = + Vl-x 2 } 
D g = {(x;y)e ]: 2 /x 2 + y 2 > 1 v y < 0} 

D' = {(x;y)e R 2 /x 2 + y 2 < 1 a y > 0} 


E,- = {(x;y)e R 2 /0<x<2 a 0<y<l} 

E/= {(x;y)e I 2 / [0<y<l a(x = 0vx = 2)] 
v [ 0 <x <2 a(v = 0 vy = 1 )]} 
E e ={(x;y)e 2 /x<0vx>2vy<0vy> 1} 
E' = {(x;y)e R 2 /0<x<2 a 0<y< 1} 


F, = F 

F/= {(x;y)e ’JF 2 /x 2 + y 2 = 4 v x 2 + y 2 = 1} 
F, = {(x;y)e R 2 / 1 <x 2 +y 2 < 4} 

F' = {(x;y)e l 2 / x 2 +y 2 >4} u 
{(x;y)e 2 1 x 2 +y 2 < 1 } 


yA 


-1 o 1 


-► 

X 



G/ = {(x;y)e F 2 / y > x 2 a y < x +2} 

G/= {(x;y)e 2 / (y = x+2 vy = x 2 ) a(-1 <x<2)} 

Gg^ {(x;y)e I 2 /y<x 2 v y>x+ 2 } 

G' = {(x;y)e F 2 / y > x 2 a 3 : < x +2} 



2) a) A = A' = {(x;y)e R 2 / x 2 + y 2 > 4} => el conjunto es perfecto y por lo 

tanto denso en sí. 

b) B' = {(x;y)e 2 / x 2 + y 2 > 1} => el conjunto es denso en sí. 
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Revisión de las Ecuaciones de las Curvas en el Plano o Es- 
pacio Bi-Dimensonal más utilizadas en este texto 


1) Ecuaciones de primer grado - La función lineaI 

La ecuación general de la recta es: Ax + By + C = 0, con A y B no simultá- 
neamente nulas. 

Si despejamosT tenemos la forma explícita: 

/ : il —> E I f(x) = y = rnv + b Im/= 

La representación gráfica de la función lineal es una recta. Observamos que si 
x = 0, entonces y = b, es decir que b indica la intersección de la recta con el eje 
y, es la ordenada al origen. Vemos que mide m. 

Si consideramos dos puntos de la recta Pi = (x\,y{) y P 2 = (x 2 ;>’ 2 ) tenemos que: 


_V 2 = mx 2 +b 
y i_ = mx i +b 

y 2 -Ti = m(x 2 -xi) 


m = 


y 2 -y i 


X, -x. 


Vemos que m mide la pendiente de la recta, es decir 
la tangente del ángulo que ésta forma con el semieje 
positivo de las x. 



Ejemplo 

/: R—>R /(x) 


: 2 x+l 


Im/= 



Es una función lineal cuya gráfica es una recta que corta al eje 
y cn yi=1 y tiene pendiente 2. Para representarla gráficamente 
partimos de la ordenada al origen (yi=l) y a partir de allí to- 
mamos 1 unidad a la derecha y 2 unidades hacia arriba (para 
que la tangente del ángulo que forma la recta con el semieje positivo de las x 
sea 2 ). 


Cero: \|=-0,5. 
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Casos particulares 

m = 0 : si m = 0 la recta es horizontal y la función se de- 
nomina función constante. 

La función es de la forma: /: —> R /f(x) = k Im f={k} 


y i 

k 

k 




w 

X 


b = 0 si b = 0 tenemos una recta que pasa por el origen de 
coordenadas. 

La función es de la forma: /: Pl —> T /f(x ) = mr 
Im/= R 

Ecuación de la recta conocida m y un punto P 0 = (x 0 ;y 0 ) 



y-yo = m.(x-x 0 ) 


Esta ecuación representa al haz de rectas que pasan por P 0 = (x 0 ;v 0 ) 
Ecuación de la rectapor 2puntos P 0 = (x 0 ;y 0 ) y Pi = (x\,y\)\ 


y-y o 


Li -y o 

X, — Xa 


(x-x 0 ) 


Fornta segmentaria 


x v donde p y q representan los puntos de in- 

+ ~ = 1 5 tersección de la recta con los cjcs x c y 

P % respectivamente, (p ^ 0 y q * 0). 
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2) Ecuaciones de segundo grado - Las cónicas 

Las ecuaciones de segundo grado en dos variables se pueden escribir en la 
forma general: 

Ax 2 + Bxy + Cp 2 + Dx + Ej + F = 0, con A, B o C distintos de cero 

Según el valor de estos coeficientes, la ecuación representa distintos tipos de 
curvas. Las más conocidas son las cónicas. 

V A 

a) La circunferencia 


La ecuación canónica de una circunferencia con centro en el 
punto Po= (xo;vo) y radio r es: 



(x-x 0 ) 2 + (y-jo) 2 = r 2 => C [(x 0 ;j 0 );r] 


-► 

X 


La ecuación general de la circunferencia se obtiene cuando B = 0, A = C =1. 
x 2 + y 2 + Dx + Ep + F = 0 . 


Para pasar de esta ecuación a la ecuación canónica se deben completar cua- 
drados. 

yA 


Ejemplo 

x 2 - 2x +y 2 - 8 y + 8 = 0 => x 2 -2x +1+y" 1 - 8 y +16+8 =17 
(x-l) 2 +(y - 4 ) 2 = 9 => C[(l;4);3] 

Caso particular 

Si el centro de coordenadas es Po= (0;0) la ecuación queda: x 2 +y 2 = r 2 

b) La parábola 

La ecuación general de la parábola se obtiene cuando B = C = 0: 

Ax 2 + Dx + Ey + F = 0 
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Si despejamos la y llegamos a una expresión del tipo 


/: —» l / y =/(x) = ax 2 + bx + c 

La representación gráfica de la función cuadrática 
es una parábola. 

Para representar gráficamente la parábola tendre- 
mos en cuenta los siguientes aspectos: 



a) Concavidad 


Si a > 0, la parábola es cón- 
cava, la función alcanza un 
mínimo. 

Si a < 0, la parábola es con- 
vexa la función alcanza un 
máximo. 



b) Intersección con el eje x 


Se obtiene igualando la función a 0, ax + bx + c = 0*, resolviendo la ecuación 
de 2° grado se obtienen los puntos de intersección de la parábola con el eje x. Si 
la ecuación tiene dos raíces x¡ y x 2 reales distintas, la parábola corta al eje x en 
dos puntos, si las raíces son reales múltiples, hay un solo punto de intersección 
y si las raíces son complejas no hay intersección entre la parábola y el eje x. 



X — - b + +b - 4ac ^ fónnula del siglo XII debida al matemático hindú BHASKHARA. 
2a 
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c) Intersección con el ejey 

Hacemos x = 0, queda = c. Es decir que el término independiente de la función 
cuadrática indica el punto de corte con el eje y. Toda parábola corta al eje y, no así 
al ejex. 

d) Vértice 

Un punto muy importante para su gráfico es el vértice: V = (x v ;y v ) 
x v = - y- ,y v =/ (x v ) (valor que toma la fiinción para la x del vértice) 

Con toda esta información se puede representar aproximadamente una función 
cuadrática. 


Ejemplo 


/: —> . //(x) = x 2 - 4x+3 Im/= [-1;+°°) 




a) La elipse 


La ecuación canónica de una elipse con centro en el 
punto P 0 = (x 0 ;y 0 ) y semiejes a y b es: 



(x-x 0 ) 2 (y-y 0 ) 2 _ 

a 2 b 2 



o 1 
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Caso particular 

2 2 
X V 

Si el centro de coordenadas es Po = (0;0) la ecuación queda: — + = 1 

a 2 b~ 

La ecuación general de la elipse se obtiene cuando A y C tienen el mismo 
signo, pero distinto valor, B = 0: 

Ajc 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 

Para pasar de esta ecuación a la ecuación canónica se deben completar cua- 
drados. 

Ejemplo 

x 2 + 4y 2 =16 => — + ^— = 1 
16 4 

b) La hipérbola 



La ecuación canónica de la hipérbola con centro en P 0 = (x 0 ;y 0 ) es: 


(x-x 0 ) 2 (y - y 0 ) 2 _ 

2 7 2 1 

a b 



La ecuación general de la hipérbola se obtiene cuando A y C tienen signos o- 
puestos, B = 0: 

Ajc 2 + Cy 1 + Djc + Ey + F = 0 

Para pasar de esta ecuación a la ecuación canónica se deben completar cua- 
drados. 
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Caso particular 

Si el centro de coordenadas es el (0;0), la 

2 2 

ecuación queda: = 1 

a~ o 

Sistema de coordenadas polares 



Hasta ahora fijamos la posición de un punto con las coor- 
denadas rectangulares x e y. Las coordenadas polares son 
otra forma de fijar la posición de un punto P. Se elige un 
punto fijo 0 (el origen de coordenadas) y una semirrecta 
con origen en 0 que pasa por P. 



Las coordenadas polares son r (módulo) que es la distancia OP, y a (argu- 
mento) que es el ángulo que forma dicha semirrecta con el semieje positivo 
de las x. 


x = r cos a 

y = r sen a r > 0, 0 < a < 27t 


También tenemos que: 


r —l- -Jx 2 + y 2 , 


Ejemplo 


a = arctg 


y_ 

X 


con a en radianes 


Si Po = (2; 1), entonces r = V 1 + 4 = V 5 


y a = arc tg — = arc tg 2 = 1,10 


(2; 1) -> (V 5 ; l,lo) 

A veces es más sencillo trabajar con coordenadas polares que con coordena- 
das rectangulares. Por ejemplo, como veremos en el capítulo de límites y de 
integrales, se simplifica su cálculo. 









Capítulo 2 

Campos escalares 

Funciones de dos o más varíables. 
Representación gráfica de superficies. 
Dominio y rango. 

Curvas y superficies de nivel. 






Funciones de varias variabies 


23 


Funciones de dos o más Variables 
L os Campos Escalares 

En Análisis I se estudian funciones de una variable independiente, las fun- 
ciones van ded cl —> 1 , es decir funciones del tipo: /: A —> YJy =f ( x ). 
Son funciones de una variable independiente, donde x es la variable inde- 
pendiente c>’ la variable dependiente. Estas funciones se denominan funcio- 
nes escalares. y 

Á 

Para cada valor de Xo perteneciente al dominio de y 0 
la función se obtiene un valor de p», esos pares 
ordenados (_v;>’) determinan un punto en el plano 
y el conjunto de esos puntos en el plano defmen 
una curva que es la representación gráfica de una 
función de una variable independiente. 

E1 objeto de estudio de Análisis Matemático I son las funciones de una va- 
riable independiente y las curvas que las representan: sus gráficas, su conti- 
nuidad, su derivabilidad, la existencia de recta tangente en un punto de su 
dominio, el área que éstas delimitan con el ejex o entre sí, entre otros temas. 

¿De qué trata Análisis II? 

En Análisis II se estudian funciones de dos o más variables independientes 
que a su vez tienen como imagen una o más variables. Vamos a trabajar en 
primer lugar con funciones que van d eA—>. , donde ahora A c¡ R", es decir 
que van de un subconjumto de R” —> R. Este tipo de funciones reciben el 
nombre de cantpos escalares 1 A un conjunto de n variables independientes 
le hace corresponder como imagen un número real o escalar. 

Veremos primero el caso particular en que n = 2, A c P 2 , es decir funciones 
de dos variables independientes o campos escalares del tipo/: A c 2 —> ]: / 
z =/ (x;y), donde x ey ahora son las variables independientes. Luego genera- 



1 Un ejemplo de campo escalar es el campo de las temperaturas. A cada punto del 

espacio (x;y;z) le asigna como imagen el valor de la temperatura en ese punto. 
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lizaremos a campos esclares de n variables independientes, es decir del tipo 
/: R n —> R/ n =f(x\,x 2 ;...pc n ) = f(x) 2 - 

Luego veremos el caso de funciones / : A c R —> R m . Es decir funciones 
que a una variable independiente le hace corresponder como imagen un con- 
junto de m valores, es decir un vector. Se denominan fimciones vectoriales. 

Por último generalizaremos al caso en que / : A c —> T m . A un conjunto 
de n variables independientes le hace corresponder como imagen un vector. 
Estas funciones se denominan campos vectoriales. 

En ambos casos las imágenes son vectores. Se distinguen de las funciones y 
de los campos escalares porque la / lleva una flecha /, que indica que la 
imagen no es un número real o escalar sino un vector. 


Síntesis 


En Análisis E /: A c R —> R 
En Análisis IE /:dc F n —> R 
f : A c. R -> R m 


fnnciones escalares 
campos escalares 
fnnciones vectoriales 


f :cz R” —> Fl m campos vectoriales 


2 Podemos pensar a las n coordenadas como las componentes de un vector. 
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Los campos escalares de dos variables- su representación gráfica 

Vamos a analizar la representación gráfica del caso en que la función es del 
tipo f'.Aci : 2 —> R / z =/ (x;y). 

En este caso, para cada par de valores x ey independientes para los que sea 
posible, se obtiene un valor real de z. 

Queda determinada así una tema (x;y;z). Cada 
tema define un punto en el espacio, el conjun- 
to de puntos en el espacio define una superfi- 
cie, que es la representación gráfica de una 
fiinción de dos variables independientes. E1 
conjunto de partida es un conjunto de pares 
ordenados. La función le hace corresponder 
como imagen a cada par ordenado un número 
real. De estas funciones también vamos a es- 
tudiar sus representaciones gráficas, su continuidad, su derivabilidad, etc. 

Sistema de coordenadas tridimensional 

Antes de ver como se representa gráficamente un campo escalar de dos va- 
riables independientes, veremos algunos conceptos básicos de geometría del 
espacio. 

Trabajamos en el espacio euclídeo tridimensional. 

Tenemos en este caso tres ejes coordenados, x, y 
y z, perpendiculares 2 a 2. E1 eje x se representa a 
135° con el eje y. E1 punto de intersección entre 
los ejes es el origen de coordenadas, el punto O. 

Sobre los ejcs y y z, que se ven en su real dimen- 
sión, se utiliza la escala entera, mientras que para el eje x, que está en perspec- 
tiva, se utiliza una escala menor que es habitualmente 0,7 de la escala sobre los 
otros ejes para aumentar el efecto de la profundidad en la perspectiva. 

Estos ejes definen tres planos mutuamente perpendiculares que se cortan en 
O, los planos (xy), ( xz ) e (yz). 
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Estos planos dividen al espacio en 8 sectores cada uno denominado octante. 
E1 1° octante es aquel en el cual las tres variables son positivas. 

Ecuaciones de los planos coordenados 

Sobre el plano (xv), la z vale 0: z = 0 

Sobre el plano (xz): la_v vale 0: y = 0 

Sobre el plano (yz): la x vale 0: x = 0 

Ecuaciones de los ejes coordenados 

Los ejes coordenados se obtienen como intersección de los planos coordenados. 


Ecuaciones del ejex: 
Ecuaciones del ejejy: 

\z = 0 


y = 0 
z = 0 


Ecuaciones del eje z: 



Veremos ahora como representar funciones de dos variables independientes. 
Empezaremos por ver como representar un punto en el espacio. 

Representación gráfica de un punto en el espacio 

Para determinar la posición de un punto P 0 = (x 0 ;yo'¿o) en el espacio primero 
fijamos el punto A en el plano (xv) trazando paralelas a los ejes coordenados 
rej> por x 0 e y 0 . 

Por dicho punto trazamos la perpendicular 
al plano (xy) sobre el cual tomamos el valor 
z 0 . Así como para dos dimensiones, un pun- 
to se puede considerar como el vértice de 
un rectángulo, en tres dimensiones un punto 
se puede considerar como el vértice de un 
paralelepípedo recto. 
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Veamos un ejemplo 


/: 


—> 


/ z =/ (x',y) = x + y, podemos hacer una 


tabla de valores y obtener algunos puntos de su 
gráfica. 


(x;y) 

Z 

(i;i) 

2 

(2;3) 

5 

(i;3) 

4 



£ 

5 


4 


2 

N n 

! \< 1:3:4) 
v< 1.1:2)! • 

I : : 

1 • 1 


i 1 M t 


y 

Xjr 



Representación Gráfica de Superficies 


Dado un campo escalar de la forma f: A cI 2 -> H / z = / (x;y), dándole 
valores a x e y se pueden, como ya vimos, obtener algunos puntos de la su- 
perficie. Pero representar una superficie a partir de puntos aislados no es 
muy práctico. Veremos una forma de obtener, con cierta aproximación, la 
representación gráfica de una función de dos variables independientes. 

Calculamos los puntos de intersección con los ejes coordenados y las trazas, 
que son las curvas intersección de la superficie con los planos coordenados. 

Ecuación del plano 

Así como la función más sencilla en Análisis I es la función lineal, cuya 
gráfica es una recta, en Análisis II también es la función lineal la más senci- 
lla, en este caso su representación gráfica es un plano. En un curso de geo- 
metría analítica se demuestra que la ecuación general del plano es: 

Ax + Bj + Cz + D = 0. Toda función lineal en P 3 tiene por gráfica un plano. 

Ejemplo: 2x + 4v + z + 8 = 0 

Calculamos las intersecciones con los ejes coordenados 
n ejex , y=z= 0 n eje v , x=z=0 n eje z , x =y = 0 


y = 2 


2x = 8 => 
(4;0;0) 


x = 4 


4y = 8 => 

(0;2;0) 


z = 8 

(0;0;8) 
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Vemos que este plano corta a cada eje en un punto. 


Calculemos ahora las trazas 


n plano xy , z = 0 


n plano yz , x = 0 


n plano xz , y = 0 


2x + 4y = 8 


4 y + z = 8 


2x + z = 8 




2 8 



4 8 


En este caso las trazas son rectas. Conviene expresar las ecuaciones de las 
rectas en su forma segmentaria porque de esa manera es sU 

más fácil su representación gráfica. I \ 

Con esta información podemos representar con cierta / \ 

aproximación la superficie. Se representan las interseccio- / \ 

nes con los ejes y las trazas. _/ _A - 

Analicemos ahora este caso: 2x + 3y = 12 

Hacemos el mismo estudio que hicimos antes, por ser una función lineal sa- 
bemos que la ecuación representa a un plano. 

n eie x, y = z = 0 n eie v , x = z = 0 n eie z. x=y = 0 


2x =12 => x = 6 


3y =12 => y = 4 


0 =12 => 3 


Vemos que este plano corta a dos de los tres ejes coordenados. 


Calculamos ahora las trazas. 


n plano xy , z = 0 


n plano yz , x = 0 n plano xz , y = 0 


2x + 3 y = 12 


2x= 12 



3y= 12 

y = 4 


x = 6 
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Grafiquemos 




Vemos que en este caso no figura la variable z en la 
ecuación y que obtuvimos un plano paralelo al eje z. 

En general los planos son paralelos a los ejes cuyas 

j 

i 

4 , 

variables no figuran en la ecuación. 

iiiiiiiiil 


y 

Casos particulares y 





Ecuaciones de planos paralelos a los planos coordenados 

Paralelo al plano (xy): z = k 
Paralelo al plano ( xz ): y = k 
Paralelo al plano (yz): x = k 

Representación gráfica de otras superficies 

Sigamos los mismos pasos para representar gráficamente z = x 2 + y 2 . 

n cic x, y = z = 0 n eje y , x = z = 0 n eie z , x=y = 0 

x =0 y =0 z = 0 

(0;0;0) (0;0;0) (0;0;0) 

Vemos que la superficie corta a los tres ejes en el centro de coordenadas. 
Calculamos ahora las trazas. 

n plano xy , z= 0 n plano yz , x = 0 n plano xz , y = 0 

z = x + y z= y z = x 
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Tenemos como trazas una circunferencia de radio O (un punto) y dos pará- 
bolas. Por eso esta superficie recibe el nombre de paraboloide. 

A través de este análisis se puede obtener suficiente información sobre las 
superficies como para poder hacer un gráfico aproximado. 

Veamos ahora las ecuaciones de las principales superficies y sus gráficos. 


Esfera: x 2 + y 2 + z 2 = r 2 


Elipsoide: 




= 1 
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Hiperboloide elíptico de 1 hoja: 


LL-FL =i Cono elíptico — + = o 

b 2 c 2 a b 2 c 2 




X V~ 2 2 2 

Paraboloide hiperbólico: - —+ ^- = z Cilindro circular recto: x +y"=r“ 

a~ b ¿ 


























32 


Alejandro £ García Venturini 


Veamos ahora los gráficos de otras superficies correspondientes a funciones 
de dos variables, en este caso hechos por una computadora. 


z = cos x + cos y 1 4 



Cuando las variables independientes son más de dos, es decir n > 2, no es 
posible representarlas gráficamente. Este aspecto de las funciones se pierde, 
pero el concepto de función sigue siendo válido cualquiera sea el número de 
variables independientes. 
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Ejercicios Propuestos 


\)Sif(x;y) = 




0 


(x;j/)*(0;0) 
(x;j) = (0;0) 


hallar: 


a ) / (0;l), b) / (2;2), 
c )/(0;0), d)/(0;a) 


2) Sif(x;y) = 


2 2 
x — y 


hallar: a)/(0;l), b)/(a;-a), c)/(0;0) 
J = | v | d)/(-a;a),e) /(a;l/ a) 


2 2 
JC — V 

3) 5/ /(x; v) =- responder VoFsi x^O,y ^O 


2 xy 

a) f(y;x) = -f{x;y) 


c) f 


'LI' 
U’ y. 


= -f{x;y ) 


b) f(-x;-y) = -f(x;y) 
1 2 xy 


d) 


f(x;y) x 2 - y 2 


5/ m ^ 


4) Dada la función f(x;y) = 

f[f^-\ = f(x;y) 

\ X) 


2 xy 


, demostrar que Vx ^ 0 se tiene que 

x + y 


5) Dadas las siguientes ecuaciones, haüar las trazas, puntos de intersección 
con los ejes coordenados, clasificary representar gráficamente las super- 
ficies que representan 


1) 8x + 4y + 2z — 16 = 0 
3) x + 2 y = 4 
5) z = 4 

7) y = 2 

2 2 2 

9) — + — + — = 1 
9 25 4 

11) x 2 + y 2 = z 
13) y = x 2 


2) 6x + 9y - 3z -18 = 0 
4) 4x + 8z = 16 

6) x = 3 

8) x 2 + y 2 + z 2 = 16 

222 

10) — + ——+ — = 1 
4 9 16 

12) x 2 + v 2 =9 
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Respuestas 

r\ 2 

1) a) -2 b) 0 c) 0 d)-2) a) -1 b) 1 c) 1 d) 1 e) — 

a a-1 

3) a) V, b) F, c) V, d) V 
5) 


n eje x 

n ej ey 

n eje z 

n plano (xy ) 

n plano (xz) 

n plano (xz) 

1) x=2 

y=4 

z=8 

*+^ = l 

2 4 

x z 

- + - = 1 

2 8 

^+~=1 

4 8 

2)x=3 

y= 2 

z = -6 

*+^ = l 

3 2 

x z 

— +-= 1 

3 -6 

^ + ^ = 1 

2 -6 

3) x=4 

y=2 

no 

*+^ = l 

4 2 

x=4 

v=2 

II 

H 

no 

z=2 

x=4 

X z 

- + - = 1 

4 2 

z=2 

5) no 

no 

z=4 

no 

z=4 

z=4 

6) x=3 

no 

no 

x=3 

x=3 

no 

7) no 

y=2 

no 

±= 2 

no 

y=2 

8) x=±4 

y=±4 

z=± 4 

x 2 + y 2 =16 

x 2 + z 2 =16 

v 2 + z 2 =16 

9) x=±3 

y=±5 

z=± 2 

2 2 

^ + ^ = 1 

9 25 

x 2 z 2 , 

9 4 

2 2 

^ + ^ = 1 
25 4 

(N 

+1 

II 

K 

O 

y=± 3 

no 

2 2 

^ + ^ = 1 

4 9 

2 2 

X Z _ 

4 16 _ 

2 2 

^-^ = 1 

9 16 

11) x=0 

y= o 

z= 0 

(0;0;0) 

2 

X = Z 

2 

J = Z 

12)x=+3 

v=±3 

no 

x 2 +/=9 

x=±3 

>’=±3 

13)x=0 

y=0 

ejez 

_V = x 2 

ejez 

ejez 
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Dominio 


Una fünción de dos variables z =/(-v;>’) no siempre está definida para cual- 
quier valor dc .v o y. E1 dominio está formado por el conjunto de pares (x;p) 
para los cuales existe imagen real z■ 


Las restricciones son las mismas que existen para funciones de una variable 
independiente. 


1) Denominadores 0. 

2) Argumentos de logaritmos > 0. 

3) Radicando de raíces de índice par > 0. 



Dom = {(x;y)e / 3 ze 9Í a z = / (x; y) } 



E1 dominio está formado por puntos del plano xy, es decir que es un subcon- 
junto del plano xy, por lo tanto se representa en el plano xp. 

Podemos considerar al dominio como la proyección o sombra de la función 
sobre el plano xy. 

Ejemplos 

1) z= . 1 

^¡4-x 2 -y 2 

En este caso hay dos restricciones: 

a) ^A-x 2 —y 2 0 , por estar en el denominador y 

b) 4 - x 2 - y 2 > 0 , por ser el radicando de una raíz cuadrada. 

E1 dominio está formado por todos los puntos del plano xy para los cuales 
4 - x 2 - y 2 > 0 => x 2 + y 2 < 4, es decir los puntos interiores a una circunfe- 
rencia de radio 2 con centro en el origen de coordenadas. 
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Dom = {(x; v)e 9Í 1 / x 2 +y 2 < 4 } 


2 ) 


725 -x 2 -/ 

x-y 


Buscamos los valores reales de (x;y) para 
los cuales existe z real. Hay dos restriccio- 
nes, una por la raíz cuadrada, cuyo radi- 
cando debe ser > 0 y otra por el denomina- 
dor que debe ser ^ 0. 



a) 25- x 2 - v 2 > 0 => x 2 + y 2 <25 (puntos interiores a una circunferencia 
de radio 5). 

b) x-y^0^>y^x (significa que deben excluirse los puntos de la bisec- 
triz y = x). 

Conclusión : están en el dominio todos los puntos interiores a la circunferen- 
cia de radio 5, incluido el contomo, excepto los que se encuen- 
tran sobre la recta y = x. 

Rango o imagen 

E1 rango 0 conjunto imagen es el conjunto de valores que puede tomar la varia- 
ble dependiente z- Analicemos el rango para el ejemplo 1. E1 denominador pue- 
de tomar valores en el conjunto R + , por lo tanto R = Im/= P. + 

En cuanto al rango en el ejemplo 2, el numerador puede tomar cualquier valor 
entre -5 y 5 y el denominador cualquier valor excepto 0, el cociente entre un 
número entre -5 y 5 y cualquier número excepto el 0 puede dar cualquier nú- 
mero real, R = Im/= R. 
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Ejercicios Propuestos 


A) Determinar el dominio y el rango de los siguientes campos escalares. 
Graficar. 


1 ) z = 


3 )z = 


6) z = 


■j25-x 2 -y 2 

x-y 


(x 2 -y 2 ) ,cos(x + 4y) x +y 4 

ln(2x-y ) ^ _ ^/l6 


4 T- 

9) z = j 4 


2 2 
x — 


2) z = 

4) z = 

T)z 

10) z = 


2x + 6 


(x 2 -3x + 2) .(/-16) 

ln (2x — y) 


2 2 
X -j/ 


12) z = Jxy.(\ — x — y) 13) z = 


cos (x-y) 

1 

In (x 2 + / — l) 


1 


5) z 

8) z = 
11) z = 




15) z = JJñJxy-~A) 

18) Z= ln(x 2 -yj 

In (2_y-x 2 ~y 2 ) 


ly-ríx 
16) z = In -Jxy — 4 

19) z = - 1 


17) z = 


V9 

2 2 
-x - / 

serc (x-_y) 


1 

9- 

(*+/) 


1 

1 2 

2 

J- 

+ ^-i 

V 9 

4 

= Jsen(xy)—2 

In 

(x 2 -^) 




2 2 

-x —y 


21) z = - 


23) u = In ■ 


cos (ny) 

1 


ln (x + y — 3) 
22) z = ln 


20) z = In [(.r + 3).(y - 2)] 


(x + 2 y - 4).Jl - —— — 

v JV 16 4 


x’ + y 2 + z 2 —16 


B) Determinar a) gráficay analíticamente el dominio D, b) los conjuntos D¡, D,, 
Df y D', c) si el conjunto es abierto, cerrado, denso, perfecto. Justifiicar. 

nf(x;y)= 2)f( )= //-1 

x 2 +y 2 -4 


■J 16-x 2 -y 2 


3) f(x;y)= j36-x 2 -4 / ,ln (x 2 +y 2 -l) 
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Respuestas 

A) 

1) D — {(x;jy)e 9U / x + y a x 2 + y 2 < 25} , R =9í 

2) D — |(x;_y)e 91 2 /x + 2ax + 1a_v + 4a_v + —4} , R=9Í 

3) D = j(x; y)e 9Í 2 /x + y a x ^ —y a y + (2n +l)}j---^j ’ — {0}. neZ 

4) D = |(x;y)e ÍR 2 / v < 2x a x 2 + y 2 4} , R =9t 

5) D = |(x; v)e 9í 2 / x 2 + y 2 < 9 a y ^ x — wc }, R =9Í 

6) D = {(x; v)e 9? 2 / v < 2x a -2 < x < 2 }, R= 9í 

7) D = |(x; j)e 9Í 2 /x 2 + j 2 < 16 a y * x - (2« +l)yj, R = 9í ne Z 

8) D ={(x;y)e 91 2 / x 2 + ;y 2 ^ 9}, R=9í-{o} 

9) D = {(x;y)e 9í 2 / x 2 + v 2 < 4}, R = [0;2] 

10) D = {(x;_v)e 9Í 2 / x 2 + _v 2 + 2 a x 2 + y 2 > l}, R=9í — {o} 

11) D = j(x;j/)e91 2 /y + ^>lj, R=9Í + 

12) £)={(x;j)e91 2 /[(l-x-j)>0Axy>0]v[(l-x-_v)<0AAy< O]} , R= 9 ?q 

13) Z) = {(x; v)e 91 2 / v > n/x ax> 0 } , R=9t + 14)Z9 = 0 

15) D = {(x;y)e 9Í 2 /x_y > 5} , R=9í„ 16) D = {(x;_y)e 91 2 /xv > 4}, R=91 

17) D = {(x;_v)e 9Í 2 / y < x 2 a x 2 + y 2 < 16} , R = 91 

18) £> = {(x;y)e 91 2 / (y < x /\y > —x) v (y > x a y < — x) ax 2 — y 1 +1} , R=91 — {0} 

19) D = {(x;_y)e 9í 2 /_y>3 — XAy^ 4 — x}, R=9í —{o} 

20) D = {(x;_y)e 9í 2 /(x + 3 > 0 A_y —2 > 0)v(x + 3 < 0 A_y —2 <O)}, R =91 

21) D = {(x; v)e 9í 2 /x 2 + (_y-l) 2 < 1 aj ■£ 0,5 a y ■£ 1 , 5 }, R =91 

22) D = \ (x; v)e 91 2 / —+ —< 1 a y >2 ——xi,R=91 

{ 16 4 2 j 

23) D = |(x;_y;z)e 91 J /x“ + _y 2 + z 2 >ló}, R =91— {0} 
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B) l)a) D = {(x; v)e 3i 2 / 2<x 2 + y 2 < 4} 

b) D¡ =|(x;_y)e 9í 2 / 2 <x 2 + y 2 < 4| 

D e = |(x;_v)g 9Í 2 /x 2 + y 2 < 2 v x 2 + y 2 > 4 } / 
D f = {(x;_v)g 9Í 2 /x 2 + v 2 = 2 v x 2 + y 2 = 4 } r 

D ={(x;j)g9Í 2 /2<x 2 + y 2 < 4 } 

c) Z) no es ni abierto ni cerrado, es denso, 
no es perfecto. 

2) a )D = {(x;j)g 9Í 2 / 4< x 2 + y 2 < 16} 

b) D¡ = {(x; j)g 9í 2 / 4 < x 2 + y 2 < 16} 

D e = {(x;_v)g 9í 2 /x 2 + v 2 < 4 v x 2 + y 2 > ló} t 
D f = {(x;_v)g 9Í 2 / x 2 + y 2 = 4 v x 2 + y 2 = ló} | 
D = {(x;_v)g 9í 2 / 4< x 2 + _v 2 <16} 

c) D no es ni abierto ni cerrado, es denso, 
no es perfecto. 




3) a )D = {(x; v )g 9í 2 /x 2 + 4_v 2 < 36 a x 2 + y 2 > l} 

b) Z9 ; ={(x; v)g 9Í 2 /x 2 + 4 y 2 <36 a x 2 +_y 2 > l} 

D e = {(x;j)g 9Í 2 /x 2 + 4_v 2 > 36 v x 2 + v 2 < l} 

Z9y = {(x;_v)g 9í 2 /x 2 + 4_y 2 = 36 v x 2 + y 2 = l} 

D' = {(x;_v)g 9Í 2 / x 2 + 4j 2 < 36 a x~ + y 2 > l} 

c) D no es ni abierto ni cerrado, es denso, no es perfecto. 
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CüRVAS Y SUPERFICIES DE NlVEL 


Si se interseca una superficie z = / 
con planos paralelos al plano (xy) (z = k), 
se obtienen curvas que se pueden proyectar 
sobre el plano (xy). 


Esas curvas reciben el nombre de curvas 
de nivel. 


Podemos definir a las curvas de nivel como 
a las proyecciones sobre el plano (xp) de 
las intersecciones de la superficie con planos paralelos al plano (xy). La 
curva de nivel z = k para una función de dos variables z =/ (x;y) es el conjun- 
to C k = {(x;j) e Dom / y f(x;y) = k}. 

Ejemplos 

a) z = x 2 +y 2 

Si intersecamos a la superficie con planos de 
ecuaciones z = 1, z = 2, etc. 

z = 1 => x 2 + y 2 =1, se obtiene una circunferencia 
de radio 1. 

z = 4 => x 2 + y 2 = 4, se obtiene una circunferencia de radio 2. 
z = 16 => x 2 +v 2 =16, se obtiene una circunferencia de radio 4, y así sucesi- 
vamente. 

En este caso las intersecciones son circunferencias concéntricas. Observamos, 
en este caso, que no hay intersección si tomamos valores de z negativos. 


z = 1 => x 2 + y 2 = 0, se obtiene el punto (0;0). 
z = 1/e =+ x 2 + y 2 = 1, sc obtiene una circunferencia de radio 1. 
z = 1/e 2 =+ x 2 -l- y 2 = 2, se obtiene una circunferencia de radio 2, y así sucesi- 
vamente. 


y 















Funciones de varias variabies 
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Propiedad 

Sobre cada curva de nivel pueden variar x o y, pero no z que permanece 
constante. Las curvas de nivel se representan en el plano (xy). 

Generalización 

Si la superficie se corta con planos paralelos a los otros planos coordenados se 
pueden obtener otras curvas de nivel sobre el plano ( xz ) o ( yz ). 

SUPERFICIES DE NlVEL 

Si/es un campo escalar de tres variables independientes del tipo/ 9/—> 9i / 
u =f(x;y;z), la función, como ya se mencionó, no puede representarse gráfi- 
camente, pero sí pueden hallarse sus superficies de nivel. 

La superficie de nivel z = k en este caso es: 

Sk = {(x;y;z) e Dom/ a / (x;y;z) = k } 

Ejemplo : Sea /: 9t 3 —/ u= x 2 + y 2 + z 2 

En este caso las superficies de nivel se obtienen asignándoles valores a u. 
u = 1 x + y + z = 1 

u = 2 x" + y~ + z" — 2 

u = 4 x 2 + y 2 + z 2 = 4 

Vemos, en este ejemplo, que obtenemos como superficies de nivel sucesivas 
superficies esféricas concéntricas con centro en el origen de coordenadas. 
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Ejercicios Propuestos 


1) Graficar las curvas de nivel, para z = -2, z = -4. z = 0, z = 1, z = 2, de las 
siguientes superfícies 


2.2 
a ) z — x + y 


e ) z = — 


i \ 

b) z = ^ 


c) z = 


x 2 +2 


2x 

d ) z = ^—T 
x + y 


x~ +1 


x z +l y+1 

f)z = x + y g) z = ^/l + x + v h) z = 2xv 


























Capítulo 3 



Límite y continuidad 


Límite doble o simultáneo. 

Límites sucesivos o reiterados. 

Límites radiales. 

Continuidad; definición, propiedades. 
Discontinuidades. 
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Límite finito de una función en un punto Po 
Concepto 

Podemos considerar al límite como el valor numérico al que se aproxima una 
función a medida que nos aproximamos al punto Po, cualquiera sea el cami- 
no elegido para llegar al mismo. 

Para funciones de una variable 

Hay dos caminos para llegar al punto porque el 
punto está sobre una recta. Por la izquierda y la 
derecha. Para que exista el límite el valor debe 
ser el mismo. 


lim f{x) - / 


x 0 

X 


Para un campo escalar de dos variables 

E1 punto ahora se encuentra en un plano y por lo 
tanto hay infinitos caminos para llegar a él. Esta es 
la gran diferencia que hay entre el cálculo del límite 
para funciones de dos variables y para funciones de 
una variable; ahora los caminos son infinitos. 

Una función o campo escalar de dos variables tiene límite finito en un punto 
P 0 = (x 0 ;yo) cuando los valores de la función se aproximan a un número finito 
L a medida que los valores de (x;y) se aproximan a (x 0 ,y 0 ), cualquiera sea el 
camino elegido para llegar al punto. 

lim f{x;y)=L 

(x;y)^>(x 0 ;y 0 ) 
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Definición de límite doble o simultáneo 

Una función z = f (x;y) tiene límite finito L en un punto de acumulación de 
su dominio o cuando los valores de (x;y) —> (x 0 ;jo), los valores de la fun- 
ción se aproximan a L, cualquiera sea el camino elegido para llegar al punto. 
Eso quiere decir que la diferencia, en valor absoluto, entre los valores de la 
función y el límite se pueden hacer tan pequeña como se quiera, con tal de 
tomar valores de (x;y) suficientemente próximos al punto, es decir, pertene- 
cientes al entomo reducido de centro P 0 y radio h. 

lim f(x;y) = L<=$ \/£>0:3h(£) > 0 /V(x;y)(E Df : 

(xy)->(x 0 ;y 0 ) 

0<y/(x-x 0 ) 2 +(y-y 0 ) 2 <h=>\f(x;y)-L\<e 


Interpretación geométrica 


Esto quiere decir que por más pequeño que sea e (diferencia entre los valores 
que toma la función en un entomo de (x 0 ;> ; 0 ) y L) siempre existe h, radio del 
entomo reducido dentro del cual están los (x;y) que cumplen con la condición 
de que la diferencia en valor absoluto entre los valores de la función y el límite 
se pueda hacer tan pequeña como se quiera. 
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Si dado cualquier s siempre existe h, entonces la función tiene límite finito 
en el punto. E1 radio h depende de s porque si tomamos valores de e meno- 
res, los pares (x;y) se encontrarán más cerca del punto (jc 0 ;pn) y por lo tanto 
el radio del entomo es menor. 

E1 punto debe ser de acumulación del dominio porque de lo contrario no 
existirían los (x;y) que cumplan con la condición establecida, ya que alrede- 
dor del punto no habrían otros puntos pertenecientes al dominio de la fun- 
ción. 

Cálculo de límites aplicando la defínición 

Este método si bien es la forma de asegurar la existencia de límite fínito, no 
es simple, salvo en casos muy sencillos. Veremos algunos ejemplos. 

1) Um (x + y) = 3 

(x;y)^>(\;l) 

Debemos demostrar que 0< y¡(x- 1) 2 + (y- 2) 2 </?=>|x + y-3|<e 
|x + y — 31 = |x — 1 + y — 2|<|x — l| + |y — 2| (1) 

Además, si x c y son números reales, se verifica que: 


\x-\\<^¡{x-l) 2 + {y-2f (2) y \y-2\<y¡{x-lf +{y-2) 2 (3) 

\x — 1| +1 y - 2| < 2 yj {x - 1) 2 + {y - 2) 2 < £ => ^/(x-l) 2 +{y — 2) 2 < 

Por lo tanto h = — . Queda demostrado así que el Um (x + y) = 3. 

2 (x;y)—>(l;2) 
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Jx 2 + i^ 2 < h => 

3x ' 3; 0 
2.2 


x + y 


<s 


3 x 2 y 


x 2 +y 2 


-0 


3 x 2 y 


2 . 2 
x + y 


=3 H 


x 1 +y 2 


2 ^ 2 , 2 
x < x + y ■■ 


^_<J_ 

7 7 — 7 

x +y x 


3 H" 


x 2 +y 2 


< 3|_y| < 3-Jy 2 < 3y¡x 2 + y’’ <£ 


£ 3x 2 y 

Haciendo h = —, queda demostrado que el Um ——r = 0. 

3 (*.\y)-»(o;o) x + y 


3) lim x.sen 

(x;y)M 0 , 0 ) 


( n 2 ' 


\y. 


= 0 


Debemos demostrar que 0 < Jx 2 + y ’ < h -. 

í* 



r \ 



71 

-0 

x.sen 

— 





<s 


( 7T^ 


x.sen 


\y 


= m. 


f n 2 ' 


sen 


\y. 


< \x\ <yx <dx +y <£. 


Haciendo h = £, queda demostrado que el Um 

(x;yU( 0 ; 0 ) 


x.sen 


( n 2 ' 


\y 


= o 


Este método evidentemente no es muy práctico. Veamos ahora otros méto- 
dos para analizar el cálculo de límites para funciones de dos variables inde- 
pendientes. 

Regla práctica para cálculo del límite doble 

Lo que hemos visto es la definición del límite doble, es decir la condición 
que debe cumplirse para que una función tenga límite doble en un punto. 
Para calcular el límite doble procedemos de la misma manera que para fim- 
ciones de una variable. Probamos como regla práctica reemplazar las varia- 
bles x e y por las coordenadas del punto en el cual queremos calcular el lími- 
te y observamos que ocurre. 
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Ejemplos 

1 ) lim (x 2 -2y) 

feMw) 


lo que significa que cuando nos acercamos 
al punto (1;2), por cualquier camino, los va- 
lores de la función se aproximan a -3. 


2 ) 


2x 2 + y 
lim - 

(x;y)^(-\:l) X ~ 5 


_ 4 _ 

-6 


2 

3 


Si obtenemos un valor determinado podemos decir que ese valor es el valor 
del límite. E1 límite así calculado recibe el nombre de límite doble o sintul- 
táneo porque ambas variables tienden simultáneamente al punto, abarcando 
así los infinitos caminos por los cuales se puede acceder al punto. 

Veamos ahora el siguiente ejemplo 

r 2x+y 2 —>0 „ . , 

L = Hm -V - llegamos en este caso a una mdetermmacion 

(jt;>’)->(0;0) X+y — ^ 0 

que no se puede salvar. Es decir que este procedimiento de reemplazar las 
coordenadas iej por las coordenadas del punto no siempre da buenos resul- 
tados. Lo que vamos a hacer a partir de ahora es empezar a recorrer algunos 
de los infinitos caminos por los cuales se puede acceder al punto. Si al reco- 
rrer algunos de esos infinitos caminos, por ser infinitos no podemos agotar- 
los todos, los valores de la función se aproximan a valores distintos, pode- 
mos asegurar que la función no tiene límite doble en ese punto porque el lí- 
mite, de existir, debe ser único. Pero si al recorrer esos caminos siempre lle- 
gamos al mismo valor, no podemos asegurar ni la existencia ni la no existen- 
cia del límite, porque que la función, al acercamos por determinados cami- 
nos, se aproxime a un mismo valor no quiere decir que por todos los caminos 
se llegue al mismo valor. 

Límites sucesivos o reiterados 

En este caso se hace tender a su límite primero una variable, dejando fija la 
otra, y luego ésta en la función así obtenida. 
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lim f(x;y) - lim </>(y) 

_*->*<> J y->y 0 

z 



A — / /7h 

J'-»J’o 


Z 



L 2 ~ /zm 

x->x 0 


lim f(x;y ) 

.J'-U'o 


— lim 

*->*0 


(p(x) 


En Li se hacer tender primero la variable x a x 0 , y luego la variablc y ay 0 en 
la función de y que queda en el paréntesis. Eso equivale a acercamos al pun- 
to primero según x y luego scgún y. 

En Li se hacer tender primero la variable y a y 0 , y luego la variable x a x 0 en 
la función de x que queda en el paréntesis. Eso equivale a acercarnos al pun- 
to primero según y y luego según x. 

Si L\ L 2 , por lo ya visto, no existe el límite doble L. 

Si L\ = L 2 , no se sabe que ocurre. Elay que recorrer otros caminos. Si por los 
otros caminos el límite sigue dando lo mismo, seguimos sin saber que ocurre 
con el límite doble de la función en ese punto. Si por alguno de esos otros 
caminos llegamos a un valor distinto, entonces podemos asegurar que el lí- 
mite doble no existe. 


Nota importante: cuando se empieza a transitar por los distintos caminos 
podemos llegar a concluir la no existencia del límite do- 
ble, nunca podemos asegurar la existencia del límite do- 
ble porque nunca podemos agotar los infinitos caminos. 

Veamos como aplicar los límites reiterados al ejemplo anterior: 

L\= lim 
o 


lim 

jc^O 


2 x+y 
x+y 2 


2 lim —v ~ 1 
y=>o y 
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L 2 — lim 

x—»0 


lim 

.v—> 0 


2 x+y 2 
x+y 2 


— lim 

x ->0 


2x 

x 


2 Lx*L 2 


no existe límite 
doble 


Límite radial 

Se llama así al límite cuando el camino elegido 
son las rectas que pasan por el punto. Si tene- 
mos en cuenta la ecuación de la recta que pasa 
por un punto: y = m {x-x o) + yo, donde m es la 
pendiente de la recta queda: 

L r = lim f(x;y ) 

y=m(x—x 0 )+y a 



Observemos que al hacer la sustitución y = m (x - jc 0 ) + yo, el límite se trans- 
forma en un límite de una sola variable, por lo tanto para su resolución valen 
todas las propiedades vistas en Análisis I para funciones de una variable. 
Haciendo variar m se obtienen las infinitas rectas que pasan por el punto. 
Cada recta significa un camino distinto. Si por todos los caminos rectos se 
llega al mismo valor, decimos que existe el límite radial. Pero esto no asegu- 
ra la existencia del límite doble, ya que existen infinitos caminos que no son 
rectos para llegar al punto que hay que analizar para asegurar la existencia 
del límite doble. Si el límite radial depende de m podemos asegurar que el 
límite doble no existe pues por distintos caminos se llega a valores distintos. 


Veamos los siguientes ejemplos 
1) volvamos al ejemplo visto anteriormente: 


2x + y —^ 0 

L = lim - 2 -- 

(x;y)-+( 0,0) X + y ~+ 0 


obtenemos una indeterminación, recurrimos 
al límite radial 


2 x + y 2 _ 2 x + (mx) 2 t(2 + m 2 x) 2 

L, = Hm -¿— lim ----y = lim —- r—r = — 

(x,t)->(o,-o) x + y x->o x + (mx) t 1 + m x 1 

y=mx ' ' \ / 
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Esto significa que cualquiera sea la recta que elijamos para acercamos al 
punto, en este caso el origen de coordenadas, el valor al que se aproxima la 
función siempre es el mismo. Pero esto no asegura la existencia del límite 
doble. Ya hemos visto que el límite doble de esta función en el origen no 
existe por ser los límites reiterados distintos. 

1 ) 1 = j¡ m xJr 2y —»0 obtenemos una indeterminación, recurrimos 

(x,y)—>( 0 ; 0 ) 2x+y —» 0 al límite radial 

_ x + 2y _ x + 2mx t{\ + 2m) 1 + 2 m 

(xj)™ o,o) 2 x + y x^o 2 x + mx x->o f(2 + m) 2 + m 

y-mx 

En este caso el límite radial depende de m, lo que significa que para cada 
recta la función se aproxima a un valor distinto, por lo tanto el límite doble 
de la función en el origen no existe. 

Límite parabólico 

Si los límites reiterados y radial fuesen iguales, debemos probar por otros 
caminos, por ejemplo parabólicos, hasta encontrar un camino para el cual el 
límite sea distinto. Si por distintos caminos seguimos obteniendo el mismo 
límite no podemos saber si el límite doble existe o no. 


Ejemplo 

L — lim 


2 x 2 y 


->0 


,->)->(o;o) x 4 +3y 2 —>0 


L\ — lim 

y —>0 

¿ 2 = lim 

x^O 


lim 


2 x 2 y 


x ~>ó x 4 +3 y 2 


0 

~ lim —t 
y -> 0 3 y 


lim , , 

y—>o x 4 +3y 


2 x 2 y 


0 

- lim 


= 0 


= 0 , 


' Um -«+3 y 


x;_y)—>(0;0) X 

y=mx 


2 x 2 y _ 2 x 2 .mx 

-— Hm — -;-- y = iim 

x 4 +3(mx)~ x—>o x 


al ser L\ = L 2 debemos segu 
investigando. 

2 x’m 


■ 4 +3 m 2 x 2 


2x 2 m 2 xm 0 

= lim ^, , -77 = lim ——-—j = -—v = 0 

x->o lx~ +3 m 1 x—>o x~ +3 m 3m~ 
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Seguimos sin saber qué ocurre. Probamos por otro camino, por ejemplo un 
camino parabólico, y = x 1 2 3 4 


2 x 1 y _ _ 2x 2 .x 2 



L 


‘ P ~ lim 4,-2 _ 7 ™- 

(*;y)->(0;0) X +3 y 



Hemos encontrado un camino por el cual la función se aproxima a un valor 
distinto, por lo tanto podemos asegurar que el límite doble no existe. 

Nota: la curva que elijamos debe pasar por el punto, en este caso la parábola 
y = x 2 pasa por P 0 = (0;0). 

Propiedades de los límites 

Para las funciones de dos variables valen las mismas propiedades que para 
los límites de una variable. Es decir que el límite, si existe, es único. E1 lími- 
te de la suma, resta, producto o cociente de funciones es igual a la suma, res- 
ta, producto o cociente de los límites. En este último caso si el límite del de- 
nominador cs ^ 0. 

E1 producto entre un infinitésimo y una función acotada es otro infinitésimo. 
E1 cálculo de los límites reiterados y radiales ayudan a determinar la existen- 
cia del límite doble. Veamos las relaciones que se verifican entre ellos. 

1) Si 3 L, L u L 2 , L r y L p , estos deben ser iguales, es decir L = L¡ = L 2 = L, = ¿ p . 

2) Si L x & L 2 o L\ = L 2 L r o L x = L 2 = Z r ■£ L p => 3 L, es decir que si algunos 
de los límites que encontramos son distintos, el límite doble no existe. 

3) L\ = L 2 = L r = L p no se sabe si existe el límite doble L. 

4) Puede 3 L y no existir L\ o L 2 . 

Teorema de la unicidad: Si existe el límite doble, éste es único. 

£ 

Dem.) suponemos que/tiene dos límites distintos L¡ y L 2 . Elegimos h = —. 


2 


a) \f{x;y)-L\<^ 


enun E* [(x 0 ;y 0 );h x \ 
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b) \f(x;y)-L 2 \<^ enun E*[(x 0 ;y 0 );h 2 ] 

Si consideramos h = min {h\, h 2 \, a) y b) se cumplirían en E* [( x 0 ;y 0 );h\. 
Entonces en E *[(x 0 ;y 0 );h\ vale: 


+ 


\f{x;y)- L x\<- 


\L 2 -f( x ;y)\<^ 


| f{x;y)~ L \ \ + \ L i~ f( x ’~y)\ < £ 

\f(x;y)-L x +L 2 -f{x;y\ < \f(x;y)-L { \ + \f{x;y)-L 2 \< £ 

^\f( x ;y)- L i+ L 2-f( x ;y] <£ \ L 2~f\ <£ - 

Como £ se puede hacer tan pequeño como se quiera y L\ y L 2 son constantes, 
entonces L 2 -L x = 0, por lo tanto L t = L 2 . Queda así demostrado que el límite 
es único. 

Teorema 2: Si existe el límite doble y uno de los reiterados, entonces ambos 
son iguales. 

H) 3 L= lim f(x;y) = L T)3L { = Um 

(x;y)=>( 0;0) y=>y 0 

T) L = L X 

D) Si existe L entonces \f(x;y)-L\ < £ , es decir que 

-£< f(x;y)~ L<+£ o L-£ < f(x; y)< L + £ 


lim f(x;y) 

*->*0 


Tomando límites en la desigualdad cuando x —> x 0 resulta 
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lim ÍL — e)< lim f{x;y)< lim {L + £) 

x^>x 0 x^>x 0 


E1 primer y el último límite son límites de constantes, por lo tanto son igua- 
les a las constantes. 

L — e< Hm f{x;y)<L + £ 

x^>x 0 


Tomamos 


lim {L — £)< lim 

y^>y 0 y->y¡) 


lim f{x;y) 


< lim {L + e) 

y—*yo 


L-£<L x <L + £ 

-£ <L x -L<£ => | L x -L\<£, 

como £ se puede hacer tan pequeño como se quiera y L y L x son constantes, en- 

tonces L x — L = 0, por lo tanto L X =L . 

Pasos a seguir para calcular límites dobles 

1) Tratar de calcular directamente el límite doble. 

2) Si da una indeterminación tratar de salvarla algebraicamente. 

3) Si no se puede salvar, recurrir a los límites reiterados. 

4) Si éstos fuesen iguales, recurrir al límite radial. 

5) Si los límites reiterados y radial fuesen iguales, debemos probar por otros 
caminos, por ejemplo parabólicos, hasta encontrar un camino para el cual 
el límite sea distinto. Si por distintos caminos seguimos obteniendo el 
mismo límite no podemos saber si el límite doble existe o no. En estos ca- 
sos podemos sospechar que el límite doble existe y toma ese valor, pero la 
única forma de confirmarlo es aplicando la definición. 

Ejemplo del uso de propiedades en la resolución de límites 

Veamos como se puede resolver el siguiente límite aplicando propiedades. 

En principio obtenemos una indeterminación del tipo 0/0. Suponemos que 

xf 0, lo que nos permite dividir por x 2 . 
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L — lim 


2 2 
* y 


- lim 


y 


(x;y)->(0;0) x 2 + y 2 (x;yY*l 0,0) 

1 + 


M 2 

UJ 


= 0 


Debemos analizar ahora que ocurre si x = 0. Equivale a calcular un límite 
radial, nos acercamos al punto según la dirección del cjc>-'. 


ry O.y 2 

- — lim - 


L x=0 — lim 2 J 2 ~ L m —y ~ Lm — — 0 


(x;_y)->(0;0) X~ + + y ~>0 0 + V y ->0 y 

x=0 

Con lo cual queda demostrado que el límite vale 0. 

Relación entre los límites dobles y las curvas de nivel 


Cuando buscamos distintos caminos para acercamos al punto, podemos probar 
por los caminos que siguen las curvas de nivel. Si dos o más de esos caminos 
de z =/ (x:y) se cortan en el punto P 0 = (x 0 ;v 0 ) o se aproximan a un valor distin- 

to a L\ o L 2 , entonces no existe el L- i¡ m f(x;y) porque por caminos 

(x;yYM(x»;ya) 

diferentes nos acercamos a valores distintos ya que para cada uno de esos ca- 
minos las imágenes se aproximan respectivamente a k\ y C que corresponden a 
las distintas curvas de nivel. 


Esta es otra forma de verifícar la no existencia de un límite doble. 


Ejemplos: 


a) L — lim 

M->(0;0) 


x + y 
x - y 


->0 

->0 


Analizamos los caminos que corresponden a dos curvas de nivel de / (x;y), 


por ejemplo para z = 

2 y z = 3. 



Para z = 2, tenemos 

x+ y ~ 2 

=> x + y = 2x - 2 y 

=> x = 3 y 


x - y 

Para z = 3, tenemos 

x + + -3 

=> x + y = 3x - 3 y 

=> x = 2 y 


x- y 
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Vemos que ambos caminos (x = 3y y x = 2y) se cortan en (0;0), por lo tanto 
el límite doble no existe. 


b ) L— Hm 


->0 


—>(o,o) X + V —> 0 


Analizamos los caminos para z = 


Para z = 1, tenemos 


2 , 

x +y 


= 1 


1 y z = 3. 

_ 2 
=>_y = -x 


X 9 2 

Paraz = 3, tenemos —5 -= 3 =>y = -4x 

x 2 + y 

Vemos que ambos caminos se cortan en ( 0 ; 0 ), por lo tanto 3L. 


c ) L — Hm - 

(*,y)->(0;0) X + y 




Es fácil ver que L¡ =L 2 = 0. Analizamos el camino de la curva de nivel 1, 

4 

y = x - x. 

4 4 

_ X _ X 

L 4 —lim - 4 - - lim — 4-1 

x->0 X + X — X x—>0 X 

Hemos encontrado un camino por el cual las imágenes se aproximan a un 
número diferente, por lo tanto el límite doble no existe. 

LÍMITES EN COORDENADAS POLARES 

En lugar de trabajar con coordenadas rectangulares, hacemos un cambio de 
variables y lo hacemos con coordenadas polares. Tenemos que tener en cuenta 
que cuando (x;>j —> (0;0), r -+ 0. Si el límite depende de a, quiere decir que el 
límite doble no existe. Si el límite no depende de a, el límite doble puede o no 
existir. En este caso veremos el criterio de la función mayorante. 
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xy _ r cos a.rsena _ r 2 cos a.sena 

d)L= Um —5 - T = lim - 5 -= lim - 5 - 

(x;y)->(0;0) x + y r r->0 r" 

= /z'm coí a.sena = cos a.sena => 3¿ 

r—>0 


b)¿— Um 


xy 


(jc;j')—>(Q;0) x" + y 4 


— lim 


r cos a.r 2 sen 2 a 


r -»0 r 2 cos 2 a + r 4 sen 4 a 


— lim 


r 3 co 5 a.sen 2 a 


r-> 0 y 


(cos 2 a+sen 4 a) 


rcosa.sen a 

' lim - 0 - 7 — — 0 

<•—> 0 C05 1 " a + sen a 


Sin embargo este límite no existe. Considerando el camino x = y 2 llegamos a 
valores diferentes al de los límites sucesivos. 

Criterio de la función mayorante 

Una condición necesaria y suficiente para que exista L = U m f{xy ) es 

(jc.wMo.-o) 

que la expresión \f{r.cosa;r.sena)-L\ esté acotada por una función g{r), 
para cualquier valor de a y que. 


a) L - Um 

(*.+)- ' 


2 2 
x y 


( 0 , 0 ) x 2 + y 2 


Debemos suponer un posible valor del límite, considera- 
mos el valor de los límites sucesivos que es 0. 


| / (r.cos a;r.sena)~ L\ = 


r 2 cos 2 a.r 2 sen 2 a 


-0 


r 4 cos 2 a.sen 2 a 


r 2 cos 2 a.sen'a 


<r 2 y 


lim r 2 = 0 

r-*0 


X V 

Por lo tanto L = Um - j = 0. 

(x;y)-»(0;0) X" + V 
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3 , ..3 


b) L= lim X + y Debemos suponer un posible valor del límite, conside- 
(x;^)^(0;0) X 1 + y 2 ramos el valor de los límites sucesivos que es 0. 


|/ ( r. cos a; r.sena) - ¿| 
y lim (2r) = Q 


r 3 cos 3 a + r 3 sen 3 a 


-0 


cos 3 a + sen 3 a 

£2 J 


<2 r 


Por lo tanto L = l\ m 


x 3 + / 

(x;y)— >(0;0) X~ + y 


= 0 


c )L 


lim 


xy 


y'Hio.o) J 


2 , 2 
x + y 


Debemos suponer un posible valor del límite, conside- 
ramos el valor de los límites sucesivos que es 0. 


\f(r.cosa;r.sena)-Ú = 



r cos a.r sena 


r 2 (cos a.sena) 


r 


r 


r 


\ 


cos a.sena 


v 


<i 


y 


<r y lim r = 0 

r^O 


Por lo tanto L = /f m í = 0. 

(*;rH( 0 -'0) yjx 2 + y 2 
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C ONTINUID AD 


Las condiciones que debe cumplir un campo escalar de dos variables indepen- 
dientes para ser continua en un punto P 0 = (x 0 ;j 0 ) de acumulación de su dominio 
son las mismas condiciones que debe cumplir una función de una variable. Es 
decir: 


1 ) 3/(x 0 ;v 0 ) 

2) 3 L finito en el punto. (L es el límite doble) 

3) f(xo;yo) = L 

Estas tres condiciones se pueden resumir en una sola: 

lim f{x;y)=f{x 0 ;y Q ) 

WMW 0 ) 


Si el punto no es de acumulación decimos que es continua si está definida en 
el punto. 


Ejemplo'. 


z = f 


1 


y .sen - 


x ^ 0 

x = 0 


Vemos que/(0;0) = 0. Analizamos el límite. 
L = Hm y.sen-= 0 

(x;>-)^(0;0) X 


en el origen. 


Es el producto entre un infinitésimo y una función acotada. E1 límite vale 0. 
Por lo tanto la función es continua en el origen. 

Continuidad en un conjunto 

Una función es continua en un conjunto A si lo es en todos los puntos perte- 
necientes al mismo. 

Funciones discontinuas. Clasificación 

Si una función no cumple con alguna de estas condiciones se dice que es dis- 
continua en el punto. 
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Discontinuidad evitable 

Si existe el límite doble de la función en el punto, la discontinuidad es evitable. 


Geométricamente la función tiene un agujero en el 
punto. La función se puede transformar en con- 
tinua redefiniéndola, considerando como imagen 
del punto el valor del límite. 


Ejemplo 


sen (xy ) . 

z =-en el origen 



Vemos que no existe /(0;0). 
Calculamos el límite doble en el origen 

sen {xy) —> 0 


L - lim 

(x;y)^( 0.0) 

= lim 

(x;y)^(0;0) 


sen 


y ->0 
x.sen (xy) 


lim 

(x;yM0;0) V 


(xv) 


xy 


— Um x.l — 0 

(x,y)M 0,0) 


La función no está definida en el origen, pero sí tiene límite doble. Es una 
función discontinua evitable. Para transformarla en continua la redefinimos 
asignándole como imagen al origen el valor del límite. 


z = < 


sen 


M 


y 


{x;y)*{ 0;0) 

(x;j) = (0;0) 


Discontinuidad esencial 

Si la función no tiene límite doble en el punto, la discontinuidad es esencial. 
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Ejemplo 

x x+y , • 

a) z =- en el origen 

x — y 

Vemos que no existe /(0;0). 

, . , , , x + y —> 0 da una indeterminación 

Calculamos el L = hm - -, 

(^)-^(o.-o) x-y —> 0 que no se puede salvar 


Procedemos a calcular los límites reiterados: 


L] — lim 

y^> 0 


x+y 

lim -— 

x—>o jc — 


— lim 

y — 


y 

-y 


= -i 


L-, — Hm 


x + y 

lim -— 

y ->o x — y 


— lim -1 

x— >0 X 


L x + L 2 => 3 L 


la discontinuidad 
es esencial 


b) z = 


5 yx~ 


4 , T 2 

x +3j 


(at;j)í(0;0) 

(x;>) = (0;0) 


en el origen 


Para analizar la continuidad debemos ver si la función está definida y si tiene 
límite finito en el punto. 

Vemos que/(0;0) = 5, la función está definida en el origen. 

Calculamos el límite, tratando siempre de calcular primero el límite doble: 

5 yx 2 —> 0 da una indeterminación que no se 

1 = (J) l % :0 ) x 4 + 3y 2 ^O ’ P uede salvar 


Procedemos a calcular los límites reiterados: 
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A — lim 

v—>0 


5 yx 2 


Hm 4 , 2 

mo x + 3 y 


— lim —4— 0 
r^o 3y 2 


Lo ~ lim 


5yx 


2 A 


lim 4 - 2 

>->o x +3y 


- lim — ~ 0 
*-»o x 


Como los límites reiterados son iguales debemos recurrir al límite radial 


L r - lim 

y—mx 


5jx 2 . 5mx.x ¿ . 5/wx 3 


lim —j——-y - lim —7-7—rr - lun 7 / 7 —-—rs 

(x,y)— >(o,o) x + 3_y“ i-tOx + 3\mx) x—>ox'~.[x~~+3m ) 


- lim - 


- /7777 


5mx 


0 


= 0 


x— »0 X 2 + 3777 2 3777 1 

Debemos seguir investigando, probamos con y = x 2 


_ 5yx 2 _ 5x 2 x 2 _ 5.x 4 _ 5x 4 _ 5 

L - lim 4 ' > - /7777 -- — -y - /7777 —— —-j - lim - ~ 

(x,-.v)-»(o,-o)x +3 y x-»o x 4 +3^x 2 ) m °x +3x «o 4x 4 


Por lo tanto no existe L y la función es discontinua esencial. 
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Ejercicios Propuestos 


Límite 


Caicular, si existe, ei límite dobie de las siguientes funciones en ios puntos 
indicados. Sacar conchtsiones. Probar por otros caminos si fuera necesario. 


1) lim 


jt —3 y 


(*,?)—»(o,-o) 2 x + 6 y 

(' 9x 2 — y 2 ).sen (2v) 


3) lim -7T-v" 

M-»(o,-o) y.{3x - y) 

5) Un, 

(x;j/)—>(o,o) 2 x“ + 2 y 


7) lim 

(x;yM 0 ; 0 ) 


(x + 2 ).sen (xy) 


3 xy 
sen (xy) 
M >(o.o) y 

3x-y — l 


9) lim 


11) lim 


(x;y)->( 2,-1) X + 2 V 


13) lim ( x + y)- 

(M-»(0;0) 


/ 


1 




—l- sen — 

: y. 


\ 


15) lim 

M~»( 0.0) 


Jt — 


x + 
0 


x + v ^ 0 
x + y = 0 


17) Um 4 r 

(wMo;o) 


19) Um 

M~K 1;0) 


20 ) lim 


2 2 . i 

x_y — + x — 1 

x — 1 


2 . 2 

x + 


U;_vM0;0) 2x + 2y 


2) lim 


2 x —v 


l;y)-»(0;0) — 3x + 2_V 

(y 2 - x 2 ).(x 2 - 3x + 2 ) 

4) ¡im —( - 9) 

&?>->(%■+) yv - x ).(2x - 2) 


6) Um 


3 xjv 


(x;y)M0;0) ^jx 2 + v 2 
3x-2y 


8) lim 


i;v)-»(0;0) X - 2_V 

M)M) 


10) lim 


(x;y)M 2;3) (2x - _v).((V ~ 3) 


2 2 
X 


12) lim 4 4 

(x;_v)—»(0;0) X + V 

, „ 1 

14) lim y.sen - 

(x;y)->(0;0) X 


16) lim 


x 2 y 

~4 . 2 


(x;y)— »(0;0) X + _V 


18) Dada z = 


2 x v‘ 


2 . 3 

x + _v 


Haüar el Umite en el origen 
si:a)y=3x, b)y=x 2 , c)y 2 =x 
Sacar conclusiones 


21 ) //777 


x y Función de 


M_>( 0; o) x 2 + _V 4 Genocchi-Peano 
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22) ]\m 


xy 


M->(i;o) (. x-\).e y 


24) //"/77 

(*,y)->(0;0) X + y 


23) Um 


25) l\m 


sen (x + 2 y ) 2 2 

- 2,7 X 

X -4/ 

0 


2,2 

x = 4y 


x.sen\y — 




(jc/j/)—>( o,— 2 ) j'.sew x + 2 .sen x 


26) Um 


2 2 
X J 


M->(0;0) (^+Z) 372 


28) lim 


2 . 2 

x + y 


27) Hm 


2 

x — 


U'/)-»(i.-i) x-Jy 


29) /im 




se/i |(x -1)“ + v 2 


(*;>')—>(0,-0) ^jx 2 + J 2 +1 _ J (i;/)->(l;0) 2x + 2 — 4x + 2 


30) Hallar el valor de teZ para que exista y tenga valor finito el siguiente 


límite lim 


yx 


[x;y)~ >(0;0) X + V 


31) Dada la función f(x;y) = 


ax + y + bx' 
seny + ln (l + x) 


a) determinar el valor de a para que los límites reiterados coincidan en el 
origen. 

b) utilizando el valor del coeficiente a determinado en a), determinar el 
valor de b para que los límites radiales en (0,0) coincidan siempre. 


Continuidad 


1) Dadas las siguientes fiinciones determinar si son continuas en el origen. 
Justificar la respuesta. Clasificar si no es continua. 


a) 


z = 


xy 

I 2 , 2 

yjx + y 



XV 

b) z = ■ 

0 


(x;>+(0;0) 

(x;y)=(0;0) 
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c) z = 


[x + y 3 (x; y) (0;0) 

l 3 (*;v) = (0;0) 


íx+y 3 (x;y)*(0;0) 

1 0 (x;v) = (0;0) 


2) Dados los siguientes campos escalares determinar si son continuos en el 
punto P 0 = (1;1). 


a) z 


Í3 x 2 -y (x;jy)^(l;l) 


b) z = - 


2x 


l 1 (x; y) = (l;l) ' ^x-y 

3) Determinar si son continuas las siguientes funciones en el origen. 

'x-y 


a) z = 


c) z = 


e) z : 


g) z = 


x + jy 

1 


x + v/ 0 
x + y = 0 


b) z = 


(x + y). 


1 1 1 

sen —l- sen — xy + U 

x y y 


1 


x.sen — v ^ 0 

y 

0 v = 0 

~ 2 . 2 
2x +y 


x 3 +y 2 


d) z = \ x 3 + y 3 


2 , 2 

x + y 

0 


5yx 2 


4 . n 2 
X +3y 


(x;y)^ (0;0) 
(x;y)=(0;0) 
(x;y) + (0;0) 

(x;y) = (0;0) 


f)z : 


h) z = 


2 2 

x — y 


2 . 2 

x +y 


0 xy = 0 

x + y 0 
x + y = 0 
(x;y)*(0;0) 
(x;y) = ( 0 , 0 ) 


(l + sen x).(l -cos y) (x;j) ^ (o . o) 

y 

0 (x;y) = (0;0) 


4) Determinar en qué puntos son continuas las siguientes funciones. 

1 n 3x 
b) z = — 

4 

■) 


a ) z = e x 


c) z = / 77(4 —x 2 + y 2 


4 x ~y 

d )z = tg (x 2 + 2xy + y 2 ) 





















Límite y continuidad 


69 


5) Definir/(0;0), si es posible, para que sean continuas en el origen las si- 
guientes funciones. 


a) z = 


d) z = 


2 2 
x —y 

x + y 

2 2 

x —y 


x- +y~ 

□ 


b) z = 


sen 


(* 2 +f 2 ) 


2 . 2 
x H - y 


c) z = 


{x;y)*( 0/0) 
(x;y) = (0;0) 


e) z = 


n 

y.sen^—^ 
x + y 

□ 


fg {2xy) 

sen (5xv) 
(x;y)*( 0;0) 
(x;_y)=(0;0) 


6) ¿Se pueden transformar las siguientes funciones en funciones continuas 
en el origen? Justifique la respuesta. 


xv 

°) z= ^—T 
x + y 


2 2 
x — y 


7) Demostrar que z = <1 x 2 + y 4 


2 2 
x .y 


(*;y)*( 0 ; 0 ) 

(x; y) = (0;0) 


b) z = xy+ 2 

X + V 


es continua en 9t 2 . 


8) Determinar P 0 = (x 0 ;_v 0 ) si el dominio de / (x;_v) = 


(v + x 2 +2x + l) 
_V 2 + (x +1)~ 


es 


9Í 2 - (x 0 ;_vo) y clasificar la discontinuidad de/en P 0 = (x 0 ;_v 0 ). 


9) Analizar continuidad en 9\ 2 . 
1 


a) z = 


x*y 

x — y 

x x = _v 


3 . 2 

x +v 


b) z = \ x 3 + y 3 


x —y 
x = -y 


10) Analizar la continuidad de z = f(x;y) en el origen. 


a) z = 


2x-y 

0 


2x ^ —y 
2x = -y 2 


b) z = 


yjxy + l — Vx + 1 


tgx 

0 


x + kn 
x = kn 
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Respuestas 


Límite 

1W 1 r 1 r 1-3 m . r 

\) L\= , L 2 = —, L r = -r => no existe L 

2 2 2(1 + 3 m) 

r 1 r 2 2-777 r 

2)L\= - ,L 2 = - ,L r = - =>noexiste¿ 

2 3 -3 + 2/77 


3)L = L\ = L 2 = L r = 0 


5) L\— L 2 — 0, L r 


3777 


2(l + 777 2 ) 


4)L=L\=L 2 = L r =-1 


no existe L 


6 ) L=L\=L 2 =L r = 0 


3 — 2/77 
1 — 2777 


10) L=L\= L 2 = L r = 0 

1 3 — jfi 

11) Li= —, L 2 = 3, L r = - =>noexisteL 

2 1 + 2/77 


l)L=L\=L 2 = L r = - 
no existe L 9) L=L\= L 2 = L r =0 


777 


\2) L\= L 2 = 0, L r - 

I + 777 

13) l=l t = 0, a¿,,a ¿ 2 


15) L\ = -\, L 2 =\,L r = 


1 — 777 
1 + 777 
1 


no existe L 


no existe L 


14) L= L 2 = L r = 0, aij 


16) L\= L 2 = L r = 0, L p = — => no existeL 


1 


l+m z 


no existe L 


17) L\= -,L 2 =4, L r = 4 1 ~ m 

4 

18) L A =L B = L c = 0. No se pueden sacar conclusiones 

\9) L = L\ = L 2 = L t = 1 20) 21) 22)L = \ 

23) 3 L porque por la recta x = -2y se obtiene un límite diferente a los que 
se obtienen por los otros caminos. 
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24) 31 , considerar el camino y = x 3 25) 1 = — 4 26) L = 0 

27) Z = 2 28) Z = 2 29)1= | 30) Á: > 1 31)a=l,6e9t 

Continuidad 

1) a) Discontinua evitable. 3 /(0;0). L = 0. b) Continua. Z, =/(0;0) = 0 

c) Discontinua evitable./(0;0) = 3.1 = 0. d) Continua. 1 =/(0;0) = 0 

2) a) Discontinua evitable./ (1;1)= 1.1 = 2. 

b) Discontinua esencial. 3 /(1; 1) .1 = °°. 

3) a) Discontinua esencial. 31./(0;0)=1. b) Continua. l=/(0;0) = 0. 

c) Continua. 1=/(0;0) = 0. 

d) Discontinua esencial./(0;0) = 0 31. 

e) Discontinua esencial./(0;0) = 0. 31. 

f) Discontinua esencial./(0;0) = 0 31. 

g) Discontinua esencial./(0;0) = 5. 31. 

h) Continua. 1=/(0;0) = 0. 

4) a) Es continua V (x;y)/(x;y) + (0;0). b) Es continua V(x;v) / x > v 

c) Es continua M (x;y)i x 2 - y 2 <4. d) Es continuaV(x;_v)/(x + yf * (2k + \)— 

5) a)/(0;0) = 0 b)/(0;0) = 1 c)/(0;0) = 2/5 d) 3/(0;0) e)/(0;0) = 0 

6 ) a) No, porque 31. b) No, porque 31. 

8 ) P 0 = (v 0 ;_v 0 ) = (—1;0), la función es discontinua esencial. 

9) a) Es continua V(x;_v) e 9Í 2 / x ^ y . Si x=v , presenta una discontinuidad 

esencial. 

b) Es continua V(x;y) e 91 2 / x ^ -y . Si x = -y , presenta una discontinui- 
dad esencial. 

10) a) No es continua porque / (0;0) = 0 y 31, presenta una discontinuidad 

esencial. 

b) No es continua porque / (0;0) = 0yl = -1/2, presenta una disconti- 
nuidad evitable. 



Capítulo 4 

Derivadas 

parciales 



Derivadas parciales. 

Interpretación geométrica. 

Derivada direccional, el gradiente. 
Derivadas parciales de orden superior. 
Teorema de Schwarz. 

Teorema del valor medio. 
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Derivadas 

Antes de analizar el tema de las derivadas para campos escalares de dos va- 
riables hacemos un breve repaso del concepto de derivada para fiinciones de 
una variable. v ▲ 


Definición 

Consideramos una función y = f (x) y un 
punto x 0 interior al Df. Consideramos un 
incremento de la variable x (Ax), pasamos 
así del punto x 0 al punto incrementado 
x = x 0 + Ax. 



A1 punto x 0 le corresponde un valor de la función que se denomina/(x 0 ) y al 
punto incrementado le corresponde un valor de la función /(x). 

Vemos que a un incremento de la variable x, le corresponde un incremento 
de la función Av =/ (x) - f (x 0 ). 

Cociente incremental 

Procedemos a formar el cociente entre los incrementos: 

A y _ / (*)- f (*o) 

Ax x — x 0 

Derivada de una función en un punto 


Calculamos el li m — = lim ^— /( x o) = /'(x 0 ) 

Ajr-íO Ax x—>x 0 X — Xq 

Dicho límite, si existe, recibe el nombre de derivada de la función y = /(x) en 
el punto x = x 0 . 

Podemos definir a la derivada de una función en un punto de su dominio 
como el límite del cociente incremental cuando el incremento de la varia- 
ble independiente tiende a 0. 
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LAS DERIVADAS EN AnáLISIS II - Las derivadas parciales 

La primera diferencia que surge es que al haber dos variables independien- 
tes, se puede incrementar una u otra, eso da origen a las llamadas derivadas 
parciales. Se incrementa una sola variable a la vez. 

Derivada parcial respecto de x 

Consideramos una función z = / (x\y) y un 
punto P 0 = (xiúyo) interior al Df. Considera- 
mos un incremento de la variable x (Ax), 
pasamos así del punto Po = (xod'o) al punto 
incrementado P = (x ;>’ (l ) = (x+Ax;vo) • 

A1 punto P 0 = (xo;>-’o) le corresponde un valor de la función que se denomina 
/(xo;>’o) y al punto incrementado P = (x;vo) le corresponde un valor de la fun- 
ción /(x;y 0 ). 

Vemos que a un incremento de la variable x, Ax = x - x 0 , le corresponde un 
incremento de la función Az =/(x;y 0 ) -/(x 0 ;yo)- 

Cociente incremental 

Procedemos a formar el cociente entre los incrementos: 

^ _ f(x;y 0 )-f(x 0 ;y 0 ) 

Ax x —x 0 

Calculamos el li m = iim ^ ’ -^ 0 ) = ; y Q ) 

Al->0 AX X—>X Q X— Xq 

Dicho límite, si existe, recibe el nombre de derivada parcial respecto de x de 
la función z =/(x;y) en el punto P 0 = (x 0 ;yo). 

Podemos definir a la derivada parcial respecto de x de una función en un 
punto de su dominio como el límite del cociente incremental cuando el 
incremento de la variable independiente x tiende a 0. 
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Derivada parcial respecto dej 

Consideramos una función z = / (x\y) y un 
punto P 0 = (x n ;>’o) interior al Df Considera- 
mos un incremento de la variable y (Ay), 
pasamos así del punto P 0 = (x 0 ;v 0 ) al punto in- 
crementado P = (x 0 ; y) = (v;yo+Av). 


A1 punto P 0 = (x 0 ;_vo) le corresponde un valor 
de la función que se denomina / (x 0 ;y 0 ) y al 
punto incrementado P = (x 0 ;y) le corresponde un valor de la función/(x 0 ;y). 

Vemos que a un incremento de la variabley, Ay = y - y 0 , le corresponde un 
incremento de la función Az =/(x 0 ;y) -/(x 0 ;y 0 ). 

Cociente incremental 



Procedemos a fonnar el cociente entre los incrementos: 

Az _ /(x 0 ;y)-/(x 0 ;y 0 ) 

Ay y-y 0 

Calculamos el lim lim -^ x ° J - v ) ,y ^ = f' ( Xq ; y Q ) 

A^üAy y-+y 0 y-y 0 


Dicho límite, si existe, recibe el nombre de derivada parcial respecto de y de 
la función z =/(x;y) en el punto P 0 = (x 0 ; y 0 ). 

Podemos definir a la derivada parcial respecto de y de una función en un 
punto de su dominio como el lírnite del cociente incremental cuando el 
incremento de la variable independiente y tiende a 0. 

Ejemplo: calcular las derivadas parciales de z = 3x y —y“x+5 enP 0 = (l;2) 


, V l. 9 w ,. Az /(x;2)-/(l;2) _ 6x 2 -4x+5-7 . 

llTYl llYYl 11171 

Ax— >0 Ax x —>1 X — 1 x —>1 X — 1 
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6x 2 — 4x - 2 _ (6x+2).(x — l) 

= lim - - - lim - - - 

x->l X — 1 x->l X — 1 


lim (óx+2) - 8 

JC->1 


f'i 1;2)= 


Az _ 

lim - lim 

A.y->0 A y y—>2 


f(\;y)-f(\;2) = 

y - 2 


//m 


3j-/+5-7 = 
y-2 


-v 2 +3v- 2 (—y+l).(y —2) / \ 

/777? — '-- lim — : - - - lim (—>’+!)- 1 

y—>2 y 2 y—>2 / 2 _y—>2 


FUNCIONES DERIVADAS PARCIALES 

Si las derivadas parciales respecto de x e y existen en todos los puntos de un 
conjunto A, es decir que a cada punto se le puede asignar el valor de su deri- 
vada parcial en dicho punto, queda defínida la función derivada parcial 
respecto dc jc o respecto de y. A1 igual que para funciones de una variable, 
habitualmente conviene calcular primero la función derivada parcial y luego 
aplicarla para calcular la derivada parcial en un punto particular (siempre y 
cuando la derivada parcial sea continua en ese punto). 

Notación 


Para referimos a las funciones derivadas parciales utilizaremos las siguientes 
notaciones: 


fx 


dz 

dx 



dz 

dy 


E1 símbolo d (notación que se debe al matemático alemán Carl Gustav Ja- 
cobij se utiliza para indicar que la derivada es parcial y no total, es decir que 
hay más de una variable independiente. Equivale a la notación que se utiliza 
en Análisis I para referimos a la derivada ( notación que se debe al matemá- 
tico alemán Leibniz). 

Cálculo de las funciones derivadas parciales 

En la práctica, para calcular las funciones derivadas parciales, se aplican las 
reglas de derivación vistas para funciones de una variable considerando a las 
demás variables como constantes. 
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Ejemplo: z = 3x 2 y-y x+5 en P 0 = (l;2) 

Para calcular la función derivada parcial respecto de x consideramos a la 
variable y como una constante (valen para la y las reglas de derivación para 
las constantes) y viceversa al calcular la derivada parcial respecto dey. 

z x = 6 xy — y 2 z = 3x 2 — 2 xy 

Ahora calculamos las derivadas en el punto P 0 = (1;2) y verificamos los re- 
sultados ya obtenidos aplicando las derivadas por definición. 

z' (l;2)= 61.2-4= 8 z',(l;2) = 3.1-2.2.1 = -1 

Casos en que hay que recurrir a la definición 
a) La función derivada no es continua en un punto 

Vimos que hay dos formas de calcular la derivada parcial de una función en 
un punto, aplicando la definición o calculando la función derivada utilizando 
las reglas de derivación y luego reemplazando. Pero esto último es válido 
siempre y cuando la función derivada sea continua en el punto considerado, 
de lo contrario la única forma que hay de obtener el valor de la derivada, si 
ésta existe, es aplicando la definición de derivada. 

Ejemplo: calcular las derivadas parciales de z = ][f + y 3 en el origen 
Tratamos de calcular la fúnción derivada parcial respecto de x. 

C== => z' x (0; 0) 


z v = ■ 


3 V+t 3 


no está defmida, por lo tanto la fúnción deri- 
vada parcial no es continua en el origen 


Para saber si la derivada existe o no, y cuánto vale en caso de existir, recu- 
rrimos a la definición de derivada. 


r'tn. n \- te-r. /( x ;o)-/(o ; o) _ 3 V7-0 

/zm —- lim - lim - 

x —>0 


jv ^ 

= lim — = 1 


x 


x 
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La derivada parcial respecto de x existe y vale 1, pero para obtener su valor 
hubo que recurrir a la definición de derivada porque la función derivada par- 
cial respecto de x no es continua en el origen. 

Análogamente se demuestra que / v (0;0) = 1. 


b) La función está definida por ramas 


Si una función está definida por ramas la derivada en los puntos donde se 
produce la interrupción sólo puede calcularse aplicando la definición. 


Analicemos el siguiente ejemplo: 



0 / 0 ) 


enP 0 =(0;0) 


0 {x;y)={ 0/0) 

Vamos a calcular las derivadas parciales de 1° orden: 

Como la función está definida por ramas debemos recurrir a la definición de 
derivada para determinar su existencia en el origen. 


z x (0 ; 0) = l im /M) /(°»°) =l¡m °_° = 0 => z' x (0; 0) = 0 

x —>0 X x—>0 X 


Análogamente se puede demostrar que z (0; 0) = 0 

INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DE LA DERIVADA 
Veamos brevemente qué mide la derivada en Análisis I 

En el gráfico vemos que la tg /3 = 


X — Xn 


/W= lim ÜZtlM = , ga 


X-Xn 


y \ 


'o ) 

— m 


A* o) 

/ [A 


oc 


1 Xo XX 


Si x —^ Xq => f3 —^ oí . 
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A medida que x —> x 0 la recta secante se va transformando en recta tangente. 
Por lo tanto la derivada de una función en un punto xo interior al Df mide la 
pendiente de la recta tangente a la curva en el punto [xof(x {] )}. Es decir que 
mide la tangente trigonométrica del ángulo que forma la recta tangente a la 
curva en dicho punto con el semieje positivo de las x. 

Veamos ahora que miden las derivadas parciales. 


A1 calcular la derivada parcial respecto de x, se 
considera a y = y 0 , lo que equivale a trazar el pla- 
no>' = Vo, paralelo al plano (x z). 

La intersección de la superficie con el plano y = y 0 
es una curva z =/(x;>’ (l ) que representa a una fun- 
ción de x. Si aplicamos a esa curva la interpreta- 
ción geométrica de la derivada para funciones de 
una variable concluimos que la derivada parcial respecto de x en (x 0 ,y 0 ) mide 
la pendiente de la recta tangente a la curva intersección de la superficie con 
el plano y = y 0 en P 0 = (xo;y 0 ;zo). 


Ahora consideramos a x = x 0 , lo que equivale a 
intersecar a la superficie con el plano x = x 0 , para- 
lelo al plano (yz). Esta intersección es una curva 
z =/ (x 0 ,y) que representa a una función de y. 

Si ahora aplicamos a esta curva la interpretación A - 
geométrica de la derivada para funciones de una 
variable concluimos que la derivada parcial de z respecto dc y en (x 0 ;v 0 ) mide 
la pendiente de la recta tangente a la curva intersección de la superficie con 
el plano x = x 0 en P 0 = (xo;>o;zo). 

Puede existir una derivada parcial y no la otra 




Dada z = ^jx 2 + \y f calculamos las derivadas parciales en P 0 = (0;0). 
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/v(0;0)= lim /(° ; °) = Um ^ ° = lim M^g /(o ; o) 

x —»0 X jc—>0 X x —>0 X 

f y{w) = Um fMtlM = Um Ézl = Um kb/H = ,. n H =0 

>0 V y->0 V y=>0 y 


— está acotado porque puede valer 1 o -1 y 

y 


es un infinitésimo. 


Relación entre la Derivabilidad y la Continuidad 


Para fimciones de una variable independiente se demuestra una importante 
propiedad que establece que toda función derivable es continua. Veamos que 
ocurre con esta propiedad para funciones de dos variables independientes. 

Analicemos los siguientes ejemplos 


l)z = 



0 


M*(0;0) 

M=(0;0) 


en P 0 = (0;0) 


Ya vimos en la página 80 que la función es derivable en el origen. 
Veamos que ocurre con la continuidad. 


a)/(0;0) = 0 


b) L— Hm 


2 xy 


'jH 0 ; 0 ) x 2 + y 


f—1 

v - > 0 y 


no podemos calcular directamente 
el límite doble. Recurrimos a los 
límites reiterados. 


L\— lim 


v—>0 


lim 


2 xy 


x 2 +y 2 


0 _ n 
— lim —— 0 
y=> o y 


L-,— Jim 


v->0 


2 xy 

lim — - t 

y=>o x 2 + y~ 


~lim 0 L\~Li 
x ~>o x 


hay que seguir 
investigando. 
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2 xy _ 2xmx 
'r lim —j— 2 —ú'm 2 / —cy = lim 

x ->0 x +}> x—>o x +í/wxj x—>o 

y=mx 


2 x 2 m _ 2m 
x~ + m~ j 1 + m 2 


=>ai 


Por lo tanto esta función es derivable pero no continua en el origen. 


2) z = 


< x+_y 

0 


X?i-J 

x=-J 


enP 0 =(0;0) 


a) /(0;0) = 0 

2 2 

b) L = ij m /— = u m _Z_= 1 E1 límite según el camino que sigue 

P (vv)— >( 0 ; 0 ) x+y x— >0 x + x' -x la curva de nivel 1, es 1 ^ 0. 

V=x 2 —x 

Vemos que esta función no es continua en el origen. Analizamos la derivabi- 
lidad en el origen. 

íi (0.0)- lim * E°)- /(° ; °) - u m -1 

x —>0 X x —>0 X 

fim-n °z°. 0 

v —>0 y y -> o y 


Vemos que estas funciones admiten derivadas parciales en el origen pero no 
son continuas, por lo tanto la propiedad no se cumple para funciones de dos 
variables: derivabilidad =£> continuidad. Veremos más adelante qué condi- 
ciones se deben verificar para garantizar la continuidad de una función. Vi- 
mos que el solo hecho de ser derivable no alcanza. 

Nota: Desde el punto de vista geométrico, para funciones de una variable, 
que la derivabilidad garantice la continuidad significa que la existen- 
cia de recta tangente garantiza la continuidad. Para campos escalares 
de dos variables, vemos que la existencia de las rectas tangentes (que 
suponen la existencia de las derivadas parciales) no alcanza para ga- 
rantizar la continuidad. 
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Generalización de las derivadas parciales 

Las definiciones de las derivadas parciales se pueden generalizar a funciones 
o campos escalares de n variables independientes. 

Ejemplos 

1) Si u = 3 x 2 y + 4 xz 2 - v 3 , tenemos tres derivadas parciales 
u x = 6xy + 4z 2 , u = 3x 2 - 3 y 2 , u z = 8xz 


Podemos evaluarlas en un punto, por ejemplo P 0 =(l;2; -1) 

w(.(l;2;-l) = 12 + 4 = 16, ^(l;2;-l) = 3-12 = -9 tc(l;2;-l) = -8 


También podemos verificar, aplicando la defmición, alguno de estos resultados. 


»> Un lim fal+4 -- 8 -^ 16 

1 X —1 *-> 1 X —1 


2) Analizar derivabilidad y continuidad en el origen de 


u= < 


( x;y;z )?t (0;0;0) 
(x;y;z) = (0;0;0) 


2 , 2 . 2 
x +y +z 


0 


Analizamos la continuidad de la función 

a )/(0;0;0) = 0 

2 2 
xyz z 

b) L — Um ^- y~— iim x y-~< - 5 - y 

(x,y;z)->( 0,0,0) X~+y +Z (x;y;z)=>( 0,0,0) X + y~ + Z 


= 0 


Por ser el producto entre un infinitésimo y una función acotada. 

Vemos que la función es continua en el origen. Vamos a calcular las deri- 
vadas parciales. 
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EnP 0 =(0;0;0) 

' / (x;0;0) - / (0;0;0) _ 0-0 

u x — hm --- hm - v 

x —> 0 X —0 * 0 X 

•_ /(0/>v0)-/(0;0;0)_ 0-0 

u — lim --- hm -u 

y^> o y — 0 3; ^ o y 

• ,. /(0;0; z)—f (0;0;0)_ 0-0 

u~— lim --- lun -u 

z-> 0 z — 0 z —> 0 Z 

Vemos que / es derivable en P 0 . Ahora calculamos las funciones derivadas 
parciales. 

En P 0 *(0;0;0): 


Por lo tanto: 


dx 

du xz 2 .(x 

(x 2 +y 2 + z 2 
■ 2 +/ + z 2 )~ 

f 

2 0 3 

-xyz .2y x 2 

(x 2 +y 2 + z 2 , 

2 4 

' +xz — xy 

f 

2 2 

1 Z 

dy 

du Ixyz .( 

(x 2 +y 2 + z 2 
x 2 +y 2 + z 2 ) 

f (x 2 +y 2 + z 2 ) 

— xyz 2 2z 2 x 2 yz + 2 xy 3 z 

? 


dz 


«, = < 


[x 2 +y 2 + z 2 [ 

3 2. 4 2 2 

y z + yz —x yz 


¡x 2 +y 2 + z 2 


f 


(x 2 +y 2 + z 2 


f 


(x;y;z) + (0;0;0) 
(x;y;z) = (0;0;0) 


u„ = < 


x 3 z 2 +xz 4 -xy[y_ ( )?t(0;0;0 ) 

f 

(x;y;z) = ( 0;0;0) 


(x 2 +/ + z 2 ' 


w. = < 


b;^( 0;0;0) 

(x 2 +^- + z 2 f 

0 (x;_y;z)= (0;0;0) 
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Derivadas de Orden Superior 


Derivadas parciales sucesivas 


A partir de una fiinción de dos o más variables, se pueden definir las funciones 
derivadas parciales primeras. Estas funciones pueden admitir, a su vez, nuevas 
derivadas parciales que se denominan funciones derivadas parciales sucesivas. 
Cada función derivada se puede volver a derivar respecto de una u otra varia- 
ble. Veamos el ejemplo para una función de dos variables independientes. 


z =f(x;y) 





f'y 


A su vez cada fiinción derivada parcial puede volver a derivarse respecto de 
x o respecto de y lo que da origen a 4 funciones derivadas de 2° orden o deri- 
vadas parciales segundas. 



Si las fiinciones derivadas parciales segundas se vuelven a derivar se obtienen 
las 8 fiinciones derivadas parciales de 3° orden: 
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Si hay dos variables independientes, hay 2" de orden n. 

Pero algunas de estas derivadas veremos que son iguales, con lo cual el número 
de derivadas sucesivas distintas se reduce. 

Teorema de Schwarz 

Si las derivadasparciales f x , f y f de una función z =f (x;y) existen en 
un entorno del punto Po= (voú’o) interior al dominio defy además f xy es 
continua en esepunto, entonces también existe f (P 0 ) y es igual a f (P 0 ). 
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A este teorema se lo conoce como el 
teorema de las derivadas cruzadas y 
establece la igualdad de las mismas en 
todos los puntos donde sean continuas. 

NOTA: si las derivadas cruzadas no 
son continuas la igualdad no 
tiene porque verificarse. 


SCHWARZ, Herman Amadeus (1843- 
1921): original 
matemático del 
siglo XIX. Se le 
debe la relación 
entre las derivadas 
sucesivas que lleva 
su nombre. 



Veamos el siguiente ejemplo: 


z = < 


xy.\x 




2 . 2 
x + y 


(x;y)+0;0) 

(x;y) = (0;0) 


Calculamos 4(0;0) y f" yx { 0;0). f xy ( 0;0)= lim 

_r— >o y — 0 

Para ello debemos previamente calcular f x . 


y 

j--y 2 ) 

)+xy2x 

IC+y 


[* 2 -y 2 ) 

l2x 


r+y 2 f 



^f(0;y)=^ = -y 
y 


en (x;y) ^ (0;0). 


Para calcular f x (0;0) debemos aplicar la definición porque / está definida 
por ramas. 


f (0.0) = lim / (X;0) ^° ;0) = lim — = 0 => /; (0;0) = H m p = -1 

x^O X — 0 x—>0 X y->0 y — 0 


Calculamos ahora /"(0;0). f (0;0)= li m 


/'(x;0)-/'(0;0) 


x—>0 


x —0 
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Para ello debemos previamente calcular f . 


f = zfhstfM tfhsk. en (x;y)*( 0;0). 

|V' + y :: f 

=> fy U»'0) ~ff = X 


Para calcular f y (0;0) debemos aplicar la definición porque / está definida 
por ramas. 


f'M- 


lim 

y—>0 


f(0;y)—f(0;0) 0-0 


y~o 


lim 

>>->() 


- = 0 


■ /w(0<0)- Hm 


x —0 
’ox-O 


Vemos que las derivadas cruzadas en (0;0) no son iguales. Esto ocurre por- 
que no se verifican las condiciones de continuidad. 


X 

Ejemplo: verificar el teorema de Schwarz para z = -— x y 

y 

' 1 y— 1 ' X y . 

z x = - y.x z = - j — x.lnx 

y y 

z' = — \r-~x y ~ x -y.x y ~ x .Inx (l) z =--^--y.x y ~ x .In x-x y ~ x (2) 

y y 

Comparando (1) y (2) vemos que se verifica el teorema de Schwarz en los 
puntos donde las derivadas segundas cruzadas son continuas. 

Generalización 

Este teorema se puede generalizar a derivadas parciales de orden superior a 
dos. Podemos establecer la igualdad de las funciones que han sido derivadas 
respecto de las mismas variables el mismo número de veces. 

Así surge, por ejemplo, la igualdad entre: 






90 


Alejandro £ García Venturini 


Teorema del valor medio o de Lagrange 

Antes de analizar el teorema para funciones de dos variables hacemos un bre- 
ve repaso de lo que dice el teorema para funciones de una variable. 

Si f es una función continua en el intei-valo [x 0 ;x] y derivable en el in- 
tervalo (xyx) entonces existe un punto c e (jc 0 pc) en el que se verifica que: 


/( x )~/( x o) 

X — Xq 

Haciendo 

c = x 0 +a .Ac con 0<a<lqueda: Av =f (x 0 +a.Ax).Ax 

Eso significa que el incremento de la función al pasar de un punto x 0 a otro in- 
crementado x, se puede expresar como el producto entre la derivada de la fun- 
ción en un punto interior c y el incremento de la variable independiente. 

Veamos que ocurre para funciones o campos escalares de dos variables. 


LAGRANGE, Joseph Louis (1736-1813): 
uno de los matemáticos más notables de todos los 
tiempos. Nació en Turín y murió en París. Su pa- 
dre perdió una fortuna y lo obligó a trabajar. Su 
obra más importante fue la Mecanique Analytique 
(1788). Napoleón lo condecoró y le llamó la 
pirámide excelsa delas ciencias matemáticas; 
lo nombró senador y lo elevó a la dignidad de 
conde. Reemplaza a Euler en la Academia de 
Ciencias de Berlín convocado por Federico II, cuando sólo tenía 22 años y le 
dice: donde estoy yo, el más importante rey de Europa, debe estar usted, el 
más grande matemático. En 1787, rnuerto Federico II, se traslada a París 
donde participa de la fonnación de la Escuela Politécnica. Aplica el análisis a 
la flsica. 
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Para un campo escalar de dos variables 

Vamos a expresar también para un campo es- 
calar de dos variables el incremento en función 
de las derivadas parciales en puntos interiores 
cuando se incrementan las variables x e y. 


Partimos de un punto Po = (x 0 ;y 0 ) y pasamos al 
punto incrementado P = (x;y) = (x 0 + Ax ; y 0 +Av). 

Az = f(x;y)-f{x 0 ;y 0 )=[f {x; y)-f {x; y 0 )] + [/ (x; y 0 ) - f{x 0 ; y 0 )] 

Hemos sumado y restado la expresión/(x;y 0 ). 

Si observamos cada corchete vemos que en cada uno de ellos se incrementa 
una sola variable. Por lo tanto podemos aplicarle a cada corchete el teorema 
de Lagrange para funciones de una variable. En el primer corchete a la varia- 
ble y y en el segundo corchete a la variable x. 

Queda: Az = f' (c 2 ) . Ay + f x (cj) . Ax O 

Analizando el gráfico vemos que: 

Ci = (x 0 + a v Ax;y 0 ), c 2 = (x 0 + Ax;y 0 + a 2 -Ay) con 0 < a i< 1, 

0 < (X 2< 1. 

De esta manera podemos expresar los puntos interiores Ci y c 2 en función de las 
coordenadas del punto P 0 = (x 0 ;y 0 ) y de los respectivos incrementos Ax y Ay. 

Reemplazando en O queda: 



A z = f x {x 0 +a l .Ax;y 0 ).Ax + / v (x 0 +Ax;y 0 + a 2 . Ay). Ay 


Veamos ahora el enunciado del teorema: 
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Si z = f (x;y) es contimia y derivabie en un conjunto C se verifica que ei in- 
cremento de 1a función al pasar de un punto Pq a otro P pertenecientes al 
mismo es igual a la suma de Ios productos de los incrementos de las varia- 
bles independientes multiplicados por las derivadas parciales respectivas 
calculadas en puntos intermedios. 

Si bien el teorema asegura la existencia de los puntos intermedios su cálculo, 
en general, no es simple. 

Ejemplos 

a) Dada la función z = x + y 2 indicar cuáles son los puntos intermedios en 
los cuales deben calcularse las derivadas parciales para que el incremento 
de la función (Az), al pasar del punto Po= (1;2) al punto P = (1,2;2,1) se 
pueda calcular aplicando el teorema del valor medio. 

Az =f(\+Ax;2+Ay) -/(1;2) = (1+Ax) 2 + (2+Ay) 2 -5 = l+2Ax + Ax 2 +4 + 
+ 4Ay +Ay 2 — 5 

f x =2x —> 2.(\+cc v Ax) =2+2cc v Ax 
f y = 2y —> 2.(2+cr 2 .Ay) = 4+2a 2 .Ay 

2Ax + Ax 2 + 4Ay + Ay 2 = (2+2ai.Ax).Ax + (4 +2a2.Ay).Ay = 2Ax + 2ai.Ax 2 + 
+ 4Ay + 2a 2 .Ay 2 => 1 = 2ai a 1 = 2a 2 => ai = 0,5 a a 2 = 0,5 =^> los puntos 
intermedios son: (l+0,5.0,2;2) = (1,1;2) a (1+0,2;2+0,5.0,1) = (1,2;2,05) 

b) Hallar los puntos intermedios para z = 3x 2 +2y 2 entre P 0 = (2; 1) y P = (2,01:1,02) 

Az = /(2+Ax;l+Ay) -/(2;1) = 3 (2+Ax) 2 +2 (1+Ay) 2 - 14 =12 + 2Ax +3Ax 2 + 
' +2 + 4Ay +2Ay 2 -14 

f x = 6x —> 6.(2 + OCy .Ax)= 12 + 6.a, .Ax f' y =4y -» 4.(l + a 2 .Ay)=4 + 4a 2 .Ay 

12Ax + 3Ax 2 + 4Ay + 2Ay 2 = (12 + 6ai.Ax).Ax + (4 + 4a 2 .Ay).Ay = 12Ax + 
+ 6ai.Ax 2 + 4Ay + 4a 2 .Ay 2 3 = 6ai a 2 = 4a 2 => a^ = 0,5 a a 2 = 0,5. 

Por lo tanto los puntos intermedios son (2 + 0,5.0,01; 1) = (2,005;1)a 
(2 + 0,01; 1 + 0,5.0,02) = (2,01;1,01). 
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Derivada Direccional 


Dada z =/ (x;y) las derivadas parciales z_ r yz miden las intensidades de 


variación de la función en la dirección de los ejes x ey. Las derivadas direc- 
cionales proporcionan las intensidades de variación de dichos valores en 
cualquier dirección y sentido. 


Si consideremos un punto Po = (xyyo) interior 
al domino de la función y un punto incre- 
mentado P = (x;y) que no esté necesariamen- 
te en la dirección de los ejes coordenados, 
vemos que al pasar de Po a P, ambas varia- 
bles se incrementan en cantidades que po- 
demos designar como h y k respectivamente. 



x=xo + h y=y 0 +k 


h y k se pueden considerar como las componentes de un vector v , que indi- 
ca la dirección y sentido en el cual se ha incrementado el punto. 


E1 vector v = (h;k) forma con el semieje positivo de las x un ángulo a tal 
k k 

que tga = — => Ot = arc tg— . Este ángulo indica la dirección y sentido en 
h h 

el cual vamos a calcular la derivada direccional. 


Nota: las derivadas parciales son un caso particular de las derivadas direc- 
cionales para a = 0° y a = 90° respectivamente. 

De/inición 

A1 pasar de P 0 a P la función se incrementa un Az. 

Az =/(P) -/(Po) =f(x o +h;y 0 +k) -f(x 0 ;y 0 ) 

Por otro lado el incremento entre los puntos es la distancia entre ambos, es 
decir IP - P 0 I = |v| = • \lh 2 +k 1 

La derivada direccional en la dirección y sentido a es igual al límite del 
cociente incremental cuando el módulo de v tiende a 0. 
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///77 


P-Po 



Az _ f{x 0 +h;y 0 + k)-f(x 0 ;y 0 ) 

- hm - ; - 

jh 2 +k 2 ^ 0 yjlr+k 1 


Ejemplos 


1) z =f(x;y) = x +2y, P 0 = (1;2) ya = 45°. 

Debemos buscar una relación entre h y k y determinar el 
signo de h. Luego reemplazamos en la fórmula. 


tg 45°=- = 1 =>h = k 
h 



/(l + fc2 + t)-/(l;2) (1 + í) ! + 2(2 + U-5 

J. 45 ° ///77 i —7 -— ///77 


V/r+¿ 2 


sjh 2 +k 2 


Como h = k y h es positivo 

,, . (l + /7) 2 +2(2 + /?)-5 1 + 2/7 + /? 2 + 4 + 2/7 — 5 

/4+ (1,2) liin 1 //777 7— 

/ 27^0 V2^ *-« V 2/7 

4/7+ /7 2 4 + /7 4 /- 

— lim — t =— — lim — j= — —¡= — 2V2 
V2/? V2 V2 


2) z =f(x;y) = x+3y 2 , P 0 = (1;1) ya= 120°. 

tg 120°=- = -V3 => k = -j3h 

h 


/ 120 «(l,'l)- /»77 


iim 


f(\ + h;\ + k)-f(\;\) 
> 4h 2 +k 2 

(\ + h) + 3(\ + k) 2 -4 
) 4h 2 +k 2 



Como A" = -f3h y h es negativo 
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.... (l + h) + 3{l-y¡3h) -4 1 + /7 + 3 - óf3h + 3h 2 - 4 

J 120 0 \ 1 ’* 1 / hm - 7 =- -hm - - - 

\¡4h~ *- >0 —2/7 

(l-6V3)./7 + 3/7 2 (l-6V3) + 3/7 1 

7777 -f--= /7777 - 4 - -= - - + 3 V 3 


: lim 
/,->0 — 2/7 


*->o —2 


3 )z=f{x\y) = x 2 -3xy + 3y, P 0 =(l;3)ya = . 

0 

In k y¡3 r y¡3 7 
tg — = - = — => k = —h 
6 h 3 3 


fix/^3)- Ijm 


f(\ + h;3 + k)-f(\;3)_ 


6 V f+k 2 —>0 \¡h 2 +k 2 

(l + /?) 2 - 3(l + h).(3 + k) + 3(3 + *)■-1 


: lim 


4h 2 + k 2 



4~3 


Como k = —f~h y h es negativo 


(l -t- /7 ) 2 — 3 (l + /7). 


flrr/^f)- lim 


3 + - 


Sh\ „í„ V3/7 


+ 3 


3 + - 


\ 

-1 

J 


Hh 2 —>0 


ff 


_ (l + 2/7 + /? 2 -9 - V 3/7 - 9/7 - V3/7 2 )+ (9 + V 3 / 7 )-1 _ 

/i->0 


-frh 


'■ lim ~ 

h —>0 


-lh + (\-f3).h 2 _ 21 _ 7\/3 
-^#/7 ~2f3~ 2 


4) z =/ (x;y) = sen(xy), P 0 = (0;f) y v = {f;S) 


k y¡3 V3, 

— = — => k = — h 
h 3 3 


+>0°¡ f 
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/(/?;f + fc)-/(0;f) _ 5en[A.(f + Ar)]-0_ 

Jv 2 / llYYl i —i-- ///77 


4h 2 


+k ¿ 


4h 2 


sen 


— lim ~ 


*-(f + #A) 




/|/? 2 


- lim- 

h —>0 


A-(í + #A) 


vr 


sen 
'■ lim —f 


*-(f+ #*)] [*-(f+ #*)] [(f+ #*) 


*-(f + #A) 


— lim 

A-> 0 




■v/3 n _ -v/3/r 

VT'T _ ^T 


vr 


Vs 


Cálculo de la derivada direccional para cualquier dirección y sentido 

Si en lugar de considerar una dirección y sentido en particular (ao v), con- 
sideramos una dirección y sentido genéricos (cualquier a), obtenemos la 
expresión general de la derivada direccional. En este caso k = h.tg a. 

, f{x 0 + h;y 0 +h.tga)-f(x 0 ;y 0 ) 

J a — hm - 1 = - 

h ~*° y]h 2 +h 2 .tg 2 a 

En el ejemplo 1) queda: 


, (\ + h) +2(2 + h.tg a)-5 \ + 2h + h 2 +A + 2h.tga-5 

Ja(+ 2 )- lim - r -- =-- lim - , 

• - 1 /?->o /- /1 i 


*- >0 \]h 2 + h 2 .tg 2 a 

2h + lr +2h.tga 


- lim 
*-> o h.seca 


h.y¡\ + tg 2 a 
lim (2 + h + 2.tga).cosa = 2cosa + 2sen a 


Vemos que la derivada direccional existe Vae9í. 

r' í \ 2V2 2\fl I — 

Si a = n / 4, / 45 „( 1;2) = —^—t —— = 2f2 , valor que coincide con el ya 
obtenido. 
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Cálculo de derivadas direccionales por fórmula 

Vamos a demostrar que si z es continua, con derivadas parciales continuas en 
un entomo de un punto P 0 , la derivada direccional en la dirección y senti- 

dov oaes: z a (P 0 ) = z'-(P 0 ) = z' x (P 0 ).cosa+z' (P 0 ).sena 


Por Teorema de Lagrange: Az = z x (q ).Ax + z ( c 2 ).Av’ 


fa( P«) = 


Az _ z' x (c t ).Ax + z' y (c 2 ).Áy _ z)(e,).Ax _ z' y (c 2 ).Áy 



■— lim 


— lim 


— + — 



p^p 0 

p 0 p 

P^P 0 

P 0 P 


P 0 P 


= litn \z x (c\). c °sa +z Y {c~,).se n a\ = z x {? ü ).c°sa +z v (? 0 ).sena 

P^P 0 


Por ser/continua, cuando P—> P 0 , c¡ —> P 0 y —> P 0 . 

Ejemplo 

Podemos calcular la derivada anterior utilizando esta expresión. 
2 =f(x;y) = X 2 +2y, P 0 = (1 ;2) y a = 45° 


/;' 2v > /; (1:2)- 2 

f' y = 2 => f’ y (1;2) = 2 => /450 (1;2) = 2 .sen 45° + 2 .cos 45° = 4.^- = 2^2 


Operador de Hamilton 

E1 operador de Hamilton es 

Gradiente de una función 


V = 


" d d d 

, dx dy dz 


y 


Si se aplica sobre una función escalar se obtiene el gradiente de la misma, 
que es el vector cuyas componentes son sus derivadas parciales. Veremos más 
adelante otros usos. 
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V/(x;j) = / r 7 + f' y j = (f' x ;f' y )yf{x;y;z) = f' x i +f' y j + f' I k = (f x ;f' y ;f' z ) 

Ejemplos: a) /(x;v) = 2x 2 +3_v => V / (x;y) = (4x;3) 

b) / (x;y;z) = x 2 z +3 yz 2 => V/ (x;y;z) = (2xz;3z 2 ;6vz) 

c) / (x;y;z) = cos x + y 2 z 2 => V/ (x;y;z) = (- sen x;2yz 2 ;2y 2 z) 

Derivada direccional como producto escalar 

Ya vimos que la derivada direccional en un punto P 0 en la dirección y sentido 
v oaes: z a (P 0 ) = z'-(P 0 ) = z' x (P 0 ).cosa + z' y (P 0 ).sena, si z'(P 0 ) y z' y ( P 0 ) 

son continuas. También la derivada direccional según la dirección y sentido 
a en un punto P 0 se puede expresar como el producto escalar entre el vector 
gradiente en P 0 y el versor director de la dirección y sentido a. 

z «( p o) = z (( p o)= k( p o).-;( p o)l- (cosa;sena)= Vz(P 0 )* (v 1; -v 2 ) = Vz(P 0 )* v 


Ejemplos 

a) Calcular z 30 „(l;l) si z = x 2 + 2y 2 

z' x =2x=>z' x (l;l) = 2 


z'=4y^>z'(l;í) = 4 


Vz(l;l) = 2/ +4 j 


Í3 1 

Por lo tanto z 30 „(l;l) = (2;4) • (cos30°;sen30°) = 2,— + 4. — = \¡3 +2 
Podemos verificarlo utilizando la fórmula ya vista. 

Í3 1 

z( 0 „ (1;1) = 2. cos 30° + A.sen30° = 2.7- + 4,- = /3 + 2 


b) Calcular z- (l; n / 4) , dada z = x 2 .sen (2v) + y y v = 3Í-4 j . 
z x = 2x.sen(2y)=> z x (\;7l/ 4)= 2 

z y =x 2 .2cos(2y)+\^> z y (\;n / 4) = \ => Vz(l;;r/4)= 2/ + j 



• 

rk 

II 

'3 _ 4^ 

~ 5 ~ 

l 4 ) 


5 ) 
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E1 gradiente y la derivada direccional máxima 

Por definición de producto escalar: 
z a = Vz*v a =|Vz|.|v a |.cosw, donde w es el ángulo que 

forman la dirección y sentido a con la dirección y senti- 
do del vector gradiente. 0 < cú < n. 

Por ser v a un versor, su módulo es 1. Por lo tanto la 
derivada direccional máxima es igual al módulo del vec- 
tor gradiente y se verifica cuando el ángulo w es 0, es decir cuando la direc- 
ción y sentido a coincide con la dirección y sentido del vector gradiente. 



En la dirección perpendicular a la del 
vector gradiente, la derivada direccio- 
nal es nula (cos 90° = cos 270° = 0). 
En la dirección del vector gradiente y 
sentido opuesto la derivada direccio- 
nal es mínima (cos 180° = -1). Toma 
el valor máximo, con signo opuesto. Si 
el gradiente es nulo, la derivada di- 
reccional en cualquier dirección y sen- 
tido es nula. 



Acotación de Ia derivada direccional 


La derivada direccional en un punto toma valores comprendidos entre su má- 
ximo valor y su mínimo valor: -1 Vz (P 0 ) | < f~ (P 0 ) = f a (P 0 ) < |Vz(P 0 )| 

Ejemplos 


1) Dada z = x 3 - 3xy 2 , calcular la derivada direccional, el gradiente y el valor de 
la derivada direccional máxima y mínima, si a =30° y P 0 = (-2;3). 

z 30 „ =^3x 2 -3y 2 j.cos30° +(—6 xy).sen 30° = ^3x 2 -3y^.^—-3xy 


V3 


4 ( 2;3) = 15. —+ 18 = 


-15^3+36 


2 
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Vz = (3x 2 -3 y 2 ) i + (— 6 xy)j => Vz (-2/3) =-15¿+36y 
I Vz (—2; 3)1 = V225 + 1296 = 39 


Esto significa que la dirección y sentido según la cual la derivada direccional 

36 

es máxima en P 0 = (—2;3) es: a = arctg—^ = 112° 37' y vale 39. 


De donde surge que en la dirección perpendicular (22° 37' y 202° 37') es nula 
y en la dirección del gradiente y sentido opuesto (292° 37') la derivada direc- 
cional es mínima (-39). Por lo tanto las derivadas direccionales toman valo- 
res en el intervalo [-39;39]. 


2) Dada z = 2xy - xy, calcular la derivada direccional, el gradiente y el valor 
de la derivada direccional máxima y mínima, si v = 4/ —3 / y P 0 = (—1;2). 


z(= (6x 2 y-y). (2x 3 -x). 

5 V 

Vz= (óx 2 y — y)i + (2x 3 —x)j 


—1 => z'- = (—1;2) = 10.—+ 1.— 
5 ) v v / 5 5 

=> Vz(—1;2) = 10/' — j 


43 

5 


|Vz(-1;2)| = VlOO + l = VÍOT 


Esto significa que la dirección y sentido según la cual la derivada direccional 
es máxima enP 0 = (—1 ;2) es: a = arctg— = 354° 57' yvale VlOl . 


De donde surge que en la dirección perpendicular (84° 57' y 264° 57') es nula 
y en la dirección del gradiente y en el sentido opuesto (174° 57') es mínima 


-VlOl ■ Por lo tanto las derivadas direccionales toman valores en el inter- 


valo[-VioT;VK)T]. 


Derivada direccional nula 


La derivada direccional puede ser nula por dos causas: 
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a) Como ya vimos, en la dirección perpendicular a la del vector gradiente. 

b) Si Vz = 0 (vector nulo), entonces la derivada direccional es nula en cual- 
quier dirección y sentido. 

Ejemplo 

z = x 2 - 2xy + 2y enP 0 =(l;l) 

z x = 2x—2yl ^=0 z y =-2x + 2\^ ]( = 0 => Vz(l;l) = (0;0) = 0 

Derivada direccional según una curva 

En ese caso la dirección a seguir es la de la recta tangente a la curva en el punto. 
Si no se defíne específícamente una de las dos semirrectas tangentes, tenemos 
dos derivadas direccionales opuestas, correspondientes a dos vectores opuestos. 

Ejemplo 

Calcular la derivada direccional de z = x 2 -3 xy en P 0 = (1;2) a lo largo de la 
curva y = x 2 - x+ 2 . Calcular la derivada direccional máxima y mínima. 

Debemos conocer la dirección de la recta tangente a la curva en x 0 = 1. 
y =2x-l, por lo tanto lapendiente de larecta tangente en x 0 = 1 es m =1. 


n 


Las direcciones y sentidos pueden ser a¡ =— o a 2 = —, o sea la de los vecto- 
res v = (l;l) o -v = (-l;-l) . 

a ) v = (l;l) 


z' x =2x-3y\ = —4 
ir 0 

z 'y = — 3 x lp 0 = - 3 



2 2 

V ) 


7V2 


2 
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b) —v = (-1,-1) 

z' x =2x-3y\ = —4 

1 a n 


z r =" 3 4 =“ 3 


4(P 0 ) = (-4;-3). 


y¡2 7V2 


2 2 

v y 


Vz(P 0 ) = (-4;-3) =z> |Vz(P 0 )| = Vl6 + 9 =5 


La derivada direccional máxima es 5 en la dirección y sentido 


v = 


f-4 -3 

-;— | y la derivada direccional mínima es -5 en la misma direc- 

v 5 5 


ción y sentido opuesto, es decir - v = 


4 3 
V 5 ’ 5 y 


Generalización de la derivada direccional en 9Í" 

Podemos generalizar lo visto en para 9Í". 

Ahora u =/(x,;x 2 ;... ; x n ), y v = (v,;v 2 ;...;v„). 


Así M ;( p o) = 'MPo)' 


Ejemplos 


_1L -IL ■ 
Ivl V 


• Vl 
v 


= Vm(P 0 )*(vi;v 2 ;...;v„) = Vm(P 0 )*v 


1) Dada u = x 2 + 2x + y 2 + z, calcular la derivada direccional en la dirección y 


sentido de v = 


V2 . 0 .V2 
2 ’ ’ 2 


en P 0 = (0;0;0). Calcular el gradiente y el valor 


de la derivada direccional máxima y mínima en P 0 . 


u = 2x + 2 =2 

x IPn 


u 


= 2y| =0 , u'- (P 0 ) = (2;0;l) * 


y - ip , 

u' =1 


V 2 0 .V 2 

2 ’ ’ 2 
V J 


2 2 
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V«(P 0 ) = (2;0;1) => |V«(P 0 )| = >/5 

La derivada direccional máxima es V5 en la dirección y sentido de 
v = (2/0/l) y la derivada direccional mínima es — V5 en igual dirección y 
sentido opuesto - v = (- 2/0/—l). 

2) Dada n = x.y.z, calcular la derivada direccional en la dirección y sentido que 
forma ángulos iguales con los ejes coordenados, si Po= (1;2;3). Calcular el 
gradiente y el valor de la derivada direccional máxima y mínima en P 0 . 

«z=y - z \p = 6 

u =x.z\ =3 => V«(P 0 )= (6/3/2) 

u' z = x.y\ =2 
ir 0 

V«(P 0 ) = (6/3/2) => |V«(P 0 )| = V36 + 9 + 4 = 7 


Si los ángulos directores son iguales, entonces sus cosenos directores 
también lo son, por lo tanto las componentes del versor director también 

son iguales. v = (v, / v 2 / v 3 ), |vI = -^ij 2 + v 2 2 +v 3 ‘ = 1 


— v = 


x/3 

= r =^> v, = 

f x/3 V3 V3 


yj 3(vj ) 2 = 1 => Vj = , por lo tanto v = 


V3 ,V3 ^3 
3 ’ 3 ’ 3 

V j 


« V :(P 0 ) = (6/3/2). 


o u' - (P 0 ) = (6/3/2)« 


3 3 3 J 3 3 

r_/| /3 /3L 2VJ + v j + 2^ = -lW3 

3 3 3 

V J 


3 


3 
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La derivada direccional máxima es 7 en la dirección y sentido v = (ó;3;2) y 
la derivada direccional mínima es -7 en igual dirección y sentido opuesto, es 
decir - v = (- 6;-3;-2). 

3) Dada u = xye y: , calcular la derivada direccional en la dirección de la recta 
íx — 2z = 1 


defmida por 


[y — z = 1 

Buscamos la ecuación de la recta <: 


en P 0 = (1;2;1) y el gradiente. 


x — l = 2z 

i i 

v —l = z => -= y — l = z 

2 

z = z 


Hay dos posibilidades, a) v = (2;l;l) => v = 


b) —v = (—2;—1;—1) => -v = 
a) 

u =v.e yz I =2e 2 
lp 0 

u = x.e y " + xyz.e yz =3e‘ 
'Po 

u = x.y 2 .e yz I =4e 2 
lp 0 

u[ (P 0 ) = (2e 2 ;3e 2 ;4e 2 ) • 

-v (P 0 ) = (2e 2 ;3e 2 ;4e 2 )< 


2 11 
vVó Vó Vó 
2 1 1 ' 


X 


Vó’ Vó’ Vó 




Vm(P 0 )= ( 2 e 2 ; 3 e 2 ; 4 e 2 ) 


b) 


í 2 1 1 1 

4e 2 

T 2 

4e 2 

lle 2 


,Vó’Vó’VóJ 

= Vó + 

vT 

Vó ~~ 

Vó 


í 2 1 


4e 2 

3e 2 

4e 2 

lle 2 

l Vó’ Vó’ 

VóJ 

V6 

V6 

V6 

V6 
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Ejercicios Propuestos 

1) Calcular las derivadas parciales de los siguientes campos escalares apli- 
cando la defmición en los puntos indicados 


a) z = 2x 2 y -3xy 2 enP 0 =(3;-l) b)z = 3x 2 v 3 enP 0 =(l; 2 ) 

c) z = 2x 3 v - 5xy 2 + 2xy en P 0 =(2;-3) d) z = 3x 2 -4xy + 4 enP 0 =(2;l) 

e) enP o =(0;0) f) z = senx + cosy enP 0 =(0;0) 


g) z = ^x+v en P 0 = (2;3) 


h) z = 


2 y _ 
y .sen — x^O 

x en P 0 =(0;0) 

0 x = 0 


2) Calcular, aplicando las reglas de derivación, las funciones derivadas par- 
ciales de las siguientes funciones 


a )z = (x + yf.(x-yf 
d )z = e*‘~ y 


2 d\/ 

g) z = 4 y xy + arc sen — 

y 


j) * = 


y.arctgx + In(2x) 
xy 2 +1 


b)z = ^ c)z = ln*f -4 

x + y x + y 

e) z = yjln(3x — y) f) z = \]xy 2 ,sen(xy) 


h) z = 


x 2 .e^ 
2 y + x 

k)z= ¥^ 

2 y +x 


i) z = 


í \ 2 
X 


\y. 


V 

.arctg— 

x 


1 ) z = e X} . tg— 

y 


3) Calcular las derivadas parciales de las siguientes funciones en el origen 


a ) z = J. 

c) z = 


2 . 2 
x + y 


b) z = \jx 3 + y 3 


(x;y)+ ( 0 ; 0 ) (sg[(y-x 2 ).(y-2x 2 )] x 2 + y 2 > 0 

x + y d ) z = \ 

0 (x;y)= (0;0) i 1 x~+y =0 


4) Calcular las derivadas parciales de z = fxy + — en P 0 = (1 ;2). 

x 


y 
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5) Demostrar que si: 


x-y 


a) z = sen -—, se verifica que: x.z x + y.z = 0 

x + y 


b ) z = yfx.sen —, se verifica que: x.z A . + y.z = — 
x 2 


c) u = x + -——, se verifica que: u x + u v + u, = 1 

y-z 

d ) z = x 2 .sen—+ y 2 .cos —, se verifica que: x.z x + y.z = 2z 


e) z = e y lny.se verifica que: x.z x + y.z v = -— 


z 

Iny 


6 ) Analizar la continuidady derivabilidad en el origen de 
x.sen(xy) 


a) z = 


2 2 (x/.y)*( 0 / 0 ) 

x + y b) z = • 


0 (x;y) = (0;0) 

7) Calcular, si existen, las derivadas parciales en 


x + y x.y = 0 
1 x.y + 0 


a) P 0 = (0;8), z = \[^ b) P 0 = (0;0), z = 


{ x:y) p o.-o) 
( x >' y) = (0/0) 


2 . 2 
x +y 


c)P 0 =(0;0), z = 


x-x.cos (x + 3 ;) 


2 . 2 
X + V 


d) Po=(0;0), f(x;y)=< 


y 


x + y 


(x;y)*( 0/0) 

(x/j) = ( 0 / 0 ) 
si x + y~ +■ 0 


0 si x + y = 0 


8 ) Calcular la pendiente de la recta tangente a la cun’a intersección de la 
superficie z = x 3 — 6 x 2 y 2 con elplano y = 2 en elpunto P 0 =(l;2). 
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9) Hallar las pendientes de las rectas tangentes a las curvas intersección de 
la superficie z = 3x 2 + 4y 2 — 4 con los planos que pasan por el punto 
Po=(l;l;3) v sonparalelos a losplanos: a) xz, b) yz. 


10) Dada la fiunción f(x;y) = . 


x-y 


calcular, si existe, el valor de k 


I y — 2x 

para que la siguiente relación sea correcta: x.z x + y.z = k.z. 


11) Hallar las siguientes derivadas direccionales y el vector gradiente: 

a ) z = 2x 2 - 3 v 2 en P 0 = (3;0) si a =120° 


b ) z = x 3 - 2 xy + y 2 en P 0 = (2; 1) en la dirección y sentido creciente de la 
bisectriz del 1° cuadrante. 

c) z = ln (xy)en P 0 = (1;1) en la dirección y sentido creciente de la bisec- 
triz del 2° cuadrante. 

d ) z = 3x 2 - 2y 2 en P 0 = (—1;3) en la dirección y sentido que va de P 0 a 

Pi=(i; —2). 


e) z = x 2 - 2xy + 2 y en P 0 = (1 ;3) en la dirección a = K / ■ 

f) z = xy+ v 2 en P 0 = (1 ;2) en la dirección v = 3/ +4 j . 

g ) z = x 2 -5xv en P 0 = (2;5) en la dirección v = 3z - 3j . 

h) z/ = x 2 +2y 2 + 3z 2 en P 0 = (1;1;0) en la dirección de v = i - j + 2k . 

i) u = 2xy-z 2 en P 0 = (2; -1;1) en la dirección y sentido de P = (3;1; -1). 

z 

j) u = — -r- en P 0 = (—1; 1 ;3) en la dirección y sentido del vector direc- 

x" + y 

tor de la recta x = -1-2?; y = 1+?; z = 3+2?. 

k) z = xy + 2x-l en P 0 = (1;3) a lo largo de la curva y = -x 2 + 2x-3 . 

l) z = x 2 -3xy en P 0 = (1;2) a lo largo de la curva y = x 2 -x + 2 . 

m) z = x.e x+y en P 0 = (—3;3) en dirección normal a la curva y = x 2 + 3x + 3 . 
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n) z = xy.e yz en P 0 = (1;2;1) en dirección de la recta: x-2z = l;y — z = 1. 

12) Indicar la dirección en la cual la función z = x.y crece más rápidamente 
en P 0 =(I;2). 

13) Dada la funciónz = f {xy), (x 0 ;y 0 ) = 4, (x 0 ;y 0 )= 6, Vj = (4;3), 

v 2 = (3;4), hallar: a) f^ (x 0 ;y 0 ) si v 3 = (5;12), b) fj (x 0 ;y 0 ) máx. 

14) 14) Una función z = f (x;y) tiene en elpunto P 0 = (1;2) derivada direc- 
cional igual a 2 enla dirección y sentido hacia el punto P¡ = (2;2) y deri- 
vada direccional igual a —2 en la dirección y sentido hacia el punto 
P 2 = (1; 1). Hallar: a) el vector gradiente de la función en el punto P 0 , 
b) la derivada direccional en la dirección y sentido hacia el punto 
P 3 = (4; 6 )), 

15) a) Hallar la derivada direccional de u = 2x 3 y — 3y 2 z en P 0 = (1; 2; -1) 
en la dirección y sentido de P = (3; —1; 5), b) calcular el valor de la de- 
rivada direccional máxima y en que dirección y sentido se verifica en P 0 . 

16) r(x;y) = 3x 2 +2xy es la temperatura en un punto de una placa rec- 
tangular (x;y). Si Ia distancia se mide en metros, a) determinar la máxi- 
ma tasa de variación de la temperatura en el punto (3;— 6 ) de la placa, 
b) determinar la dirección y sentido para la cual se verifica la máxima 
variación de la temperatura. 

17) Un insecto se encuentra sobre el punto (1;4) de una placa ténnica cuya 
temperatura se rige por 7’(x;y ) = x.e' : ' medida en "C. Agobiado por el 
calor decide huir en dirección del frío lo más rápidamente posible. ¿en 
qué dirección y sentido le conviene dirigirse? 

18) Dada z = f(x; y) = Ax + By + (A + B)x 2 y, se sabe que f x (l;0) = 5 y que 
la máxima derivada direccional en (1;0) vale 13. Calcular A v B, ¿esf 
única? 

19) Un insecto se halla en medio de un ambiente tóxico. EI nivel de toxici- 
dad está dadopor T(x;y) = 2x 2 —4y 2 . EI insecto está en (~l;2)¿En qué 
dirección y sentido debe moverse para disminuir lo más rápidamente la 
toxicidad? 
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20) Si denotamos con h(x; v) =2e x +e 3y la altura de una montaña en la 

posición (x;y). ¿En qué dirección y sentido desde (1;0) se debe comenzar 
a caminarpara escalar Io más rápido posible? 

21) La temperatura en el punto (x;y;z) de una habitación viene dada por la 
función T(x; y;z) = 3x 2 — 2xy + yz en ° centígrados. Un mosquito situa- 
do en elpunto Pq = (7/7/ —7) tiene frío. ¿A qué temperatura está someti- 
do el insecto y en qué dirección y sentido debe moverse para entrar en 
calor lo más rápidamenteposible? 

22) Verificar que se cumple la relación de Schwarz 

22 

a) z = — + — — b) z = ln(x 2 + y) c) z = d) z = —-— 

4 8 x — y 

23) Si z = - — , demostrar que x 2 .z xx + 2 xy.z xv + y 2 .z = 0 

x-y 

x 2 2 ^ y 

24) Si z = — --— , demostrar que -ff = —— 

2x + 3y z }y x 

I e** 

25) Dada z = In -—r , calcular z n y z 

y sen (xy) 


26) Dada z = 


2 V 2 * 

x'.arctg-—y .arctg — 
x ' y 

0 


x.y * 0 

, demostrar que 

x.y = 0 


4 ( 0 / 0 )* 4 ( 0 / 0 ) 


27) Dada z = e ' (senx + cosy), demostrar que z xx + z vv = z t 

28) Analizar derivabilidad en distintas direcciones en el origen de 

r 2 


z = < 


x .sen y 

2 . 2 ~ 

x + y 


(x;y) * (0/0) 

(x/j)*(0/0) 


Indicar la fórmula general f a . 
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1 ) a) z Y 
c) z' 

e) 4 


= -15; z y = 36 b) z x =48; z v = 36 

-123; z' = 80 d)z;=8; z'=-8 


: z >- = 1 


, - - V5 
^ * y 10 


f) z' = 1; z', = 0 

h) z ' x = z' = 0 


2 ) a) z x 

V 

b) Z' : 

d) z x 

e) ^ 


= 2(x + y).(x - j) J + 3(x + y) 2 .(x -y) 2 
■ 2(x + y).(x - yf - 3(x + v) 2 .(x -y) 2 


2 y 


2 x 


(x+yf ’ 


c) = 


4xv 2 


z„ = 


- 4x 2 v 


X 4 4 ’ y 4 4 

x —y x — v 


= 3x 2 .e x 


z >; =-.e 


=- 


2 yjln (3x - _v).(3x - _v) ' 2yjln (3x - _y).(3x - _y) 


f) z) = 


z„ = 


— . ,_v 2 . (xj) + \jxy 2 .y. cos (xy) 

3]¡(xy 2 J ' 

— . ^ .2xv.5 , e»(xv)+ \¡xy 2 ,x.cos(xy ) 

3M 


g) z’ v = 2xj.4 J + 

h) z : 


1 


- - ; z v = 4 V . 4.x z _v + 4 J .x 2 - , “ ^ 

y 2 -x 2 y.^jy 2 -x 2 


i 


+ x 2 .e xy+yl .y}(2y + x) 


-x 2 .e^ 


z„ = 


(2 y + xf 

x 2 .e xy+y2 ,(x + 2yf -2x 1 .e xy+y2 


(2 v + x) 2 


i) z x = 


2 x y x 

— ■arctg--— ¡ - --y; 

y x y.(x 2 + v 2 ) 


■ 2x“ y 

z = - ^-.arctg — + 


y 


x y 


.(++/) 
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j) Z v = 


z„ = 


f 2 xy 1 
V1 + x 4 x 


^j.(xy 2 +1 ) — (y.arctg x 2 + ln(2x)).y 2 


(xy 2 + 1) 

arctgx 2 {xy 2 +1 )—(y.arctgx~ + ln(2x)).2xy 


k ) Z x = 




(xy 2 +\) 

(óx.e'-' + 3x 2 .e xy .y)(2y 2 +x)— 3x 2 .e xy 
(2 y 2 + xf 

(3x 2 ,e xy ,x).(2y 2 +x)-3x 2 .e x ' Ay 
(2 J 2 + xf 


x 2 x 1 


f \ 
x 


1 ) z x =e xy .y.tg — Ye xy .sec —.—; z = e xy .x.tg — + e xy .sec ¿ —. 

y y y y y[y~/ 

3) a) z’ y z y no existen b) z' = z', = 1 c) z' = z y = 0 d) z' = z' = 0 

4) ^=0; z' y =j 

6 ) a) es continua y derivable y b) es derivable pero no continua, lo que sig- 
nifica que la derivabilidad no garantiza la continuidad como para funcio- 
nes de una variable independiente. 

7) a) az;(p 0 ), z;(p 0 )=o, b) z;(p 0 )=i, z;(p 0 )=o 
c) z x (p 0 )=y 2 , Zy ( p 0 )=o d) z;(p 0 )=o, z;(p 0 )=i 

8 ) m = - 45 9) a) m = 6 , b) m = 8 10) k = 0 

11) a) f mr (3;0) = - 6 , Vz(3;0) = 12i b) / 45 „ ( 2 ;l) = 4^2, Vz(2;l) = 10/-2y 

c) y¡' 3 5 »( kl ) = 0, Vz(l;l) = / + j 

d) /v (-1;3) = —Vz(—1;3) = - 6 /— 12 y 


29 


e) 4(1;3) = -2V3, Vz(l;3) = -4/ f) /l'(l;2) = y, Vz(l;2) = 2Í + 5 j 
g) f. (2;5) = ——^—, Vz(2;5) = - 21 Í- 10 / 
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h) fl( 1 ; 1 ; 0 ) = -^, Vm(1;1;0) = 2 ¿ +4j 

i) /:'(2;-l;l) = '%, Vu(2;-l;\) = -2i+4j-2k 

j) fl (-l;l;3)=-%, V M (-1;1;3) = K/-K/ + K^ 

k) fl (l;3) = 5 ó f'_, (1;3) = -5, Vz(l;3) = 5 i+j. 

l) f' (1;2) = -lA ó jf (1;2) = 2A, Vz(l;2) = -4i - 3 j . 

m) /1 (-3;3)= -AA ó j% (-3;3) = Vz(-3;3) = -2Í-3/ 


n) f- v ( 1 ; 2 ; 1 ) = 


10 
ll^/óe 


10 


-, Vz (l;2;l) = 2e 2 / + 3e 2 / +4e 2 k 


12) a = 26°33'54" 13) a) f h {x 0 ;y 0 )=yy b)f¡ {x 0 ;y 0 ) máx =AA 

14) a) Vz(l;2) = 2/ + 2/, b) fi (4;6) = y 

15) a) fi (l;2,-l)= -%, b) móx fi (l;2,-l)= 22 

16) a) a = j, b) |Vr(3;-6)| = 6^2 ; 17) -Vr(l;4) = (-5e 4 ;-e 4 ) 

i o\ a c 7 17 y/ \ _ 7 17 2 

18) A = 5,B, =-,B 2 = - —, /i(x;j) = 5x + -j + — x v 

/ 2 (x;j) = 5x-y^-|x 2 ^ 

19) V = (4,16) 20) v = (-4e _1 ,o) 21) r(l;l;-7) =-6°, v = (4,—9;l) 

22 a)z; =f,,=j b)z; = z'„ = , 2% c) = z' w = e^ + xye v 


( * 2 +y ) 


d ) 4 = z « = 


—x —_y 
(x-yf 


25) z_; = 


v" 


2 se?? 2 (xv) 


% = 


2sen (xy) 


28) f a = sen a.cos 2 a , VcreR 
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Diferencial 


Hacemos un breve repaso de lo que ocurre para funciones de una variable 
independiente antes de analizar el tema campos escalares de dos variables in- 
dependientes. 

Recordemos antes la relación fundamental del límite: 


Si 


lim /(x) = /o/(x)-/ = é-o/(x) 


í £ —^ 0 si 
[ x —> x 0 


Para funciones de una variable 


Diferencial de una función en un punto 


Av r’ / \ A v 

lim — -/ (a 0 ) <=> — 

Ar—>0 AX AX 


f'( x o) + £ 


f £ —^ 0 S i 
*[ Ax —^ 0 


A y — f (x 0 ).Ax + c.Ax 

A la primera parte de la expresión se la llama diferencial de la función/en el 
punto x 0 . 

dy = f'{x 0 ).Ax 

E1 diferencial de una función en un punto es igual al producto de la derivada 
en el punto por el incremento de la variable independiente. Si en lugar de 
considerar un punto en particular tomamos un punto genérico se obtiene la 

función diferencial. 

Función diferencial: dy = f (x).Ax, el diferencial es función del punto y 

del incremento. 
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Ejemplos: a) y = sen x => dy = d ( sen x ) = cos x. Ax 

b) y = x 2 => dv = d (x 2 )= 2x. A x 

c) y = x => dy = dx = 1.Ax dx = Ax 

Vemos que el diferencial de la variable independiente es igual a su incremento. 
Otra expresión: dy = f (x) . dx 


Relación entre el incremento A y y el diferencial dy 


Vimos que Ay = f (x).Ax + e.Ax, donde c.Ax—>0 cuandoAx—>0, por lo 
tanto, haciendo £.Ax = £1 (por propiedad de los infinitésimos) 


Ay = dy + 


f £¡ —> 0 SÍ 
| Ax —^ 0 


Es decir que el incremento y el diferencial difieren en un infinitésimo cuan- 
do Ax —> 0. Esto permite, para pequeñas variaciones de x (Ax —> 0), reem- 
plazar el Ay por el dy. 


Interpretación geométrica 

E1 diferencial mide la variación de la recta tan- 
gente al pasar del punto x 0 al punto x = x 0 +Ax. 
En x 0 coinciden la imagen de la función y de la 
recta tangente. 



Para campos escalares de dos variables 


Diferencial de una función en un punto 

Para obtener la expresión del diferencial para una función de dos variables 
partimos del teorema del valor medio. 

Az = f' x (x 0 +a¡.Ax;y 0 ).Ax + f( (x 0 +Ax;y 0 + a 2 . Ay).Av (1) 
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Calculamos los siguientes límites y aplicamos la relación fundamental del 
límite: 


lim f' x (x 0 + a x . Ax; y 0 )= f (x 0 ; y 0 ) <^> f' x (x 0 + a,. Ax; v 0 ) = f' x (x 0 ; y 0 ) + e x 

Ax^O 

lim f' y (x 0 + Ax;y 0 + a 2 . Ay) = f' (x 0 ; y 0 ) <=> 

(Ai.Ay)—>(0;0) ' 

f 'y (x 0 + ; y 0 + a 2 Ay)= f' y (x 0 ;y¿)+e 2 

Reemplazando en (1) queda: 


Az = \f x (x 0 ;y 0 ) + £ l ].Ax + \f' (x 0 ;y 0 ) + £ 2 ].Ay. 


aplicando propiedad 
distributiva 


Az = f 'x( x o; Jo)■ ^ + fy ( x o; y 0 ) A y + £v Ax + £ 2 .A y 


\s\ ~+ 0,£ 2 —> 0 ,si 
[ Ax — > 0 y Ay —»0 


Teniendo en cuenta que £i.Ax + s 2 .Ay, por propiedades de los infinitésimos, 
es otro infinitésimo, se puede reemplazar por s, por lo tanto queda: 


A z = f x (x 0 ;y 0 )-Ax + f y (x 0 ;y 0 ). A y+e 


í £ 0 , si 

{ Ax —> 0 y Ay —> 0 


La parte principal del incremento es el diferencial de la función en el punto 
Po = (^oíTo): 

dz (x 0 ; y 0 ) = f (x 0 ;y 0 ).Ax + f (x 0 ; y 0 ). Ay 


que es la expresión del diferencial de una función de dos variables en un 
punto. A1 igual que para funciones de una variable, si consideramos un punto 
genérico obtenemos la expresión analítica de la función diferencial. 


Función diferencial: dz = f x . Ax + f. Ay , el diferencial es función del 

punto y de los incrementos. 


E¡ diferencial de un campo escalar de dos variables es igual a la suma de los 
productos de sus derivadas parciales por los respectivos incrementos de las 
variables independientes. 
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Ejemplos 

a) z = sen (x y) => dz = d\sen (x v)] = cos (x y)y.txx + cos (x y)x.Ay 

b) z = 3x 2 y => dz = d{3x 2 y)= óxv.Ax + 3x 2 .Av 

c) z= x => dz = dx = \.Ax + Q.A y => dx = Ax 

d) z= y => dz = dy = O.A x + \ .Ay => dy = Ay 


de los ejemplos c) y d) se deduce que los diferenciales de las variables inde- 
pendientes son iguales a su incrementos. 


Otra expresión: 


dz = f' x .dx + f' y .dy 


Relación entre el incremento A z y el diferencial dz 

Vimos que Az = f x . Ax + f . A y + e, donde £—>0 cuando Ax —> 0 y Ay —> 0, 
por lo tanto: 

Az = dz + £ 

Es decir que el incremento y el diferencial difieren en un infinitésimo cuan- 
do Ax —> 0 y Ay —> 0. 

Esto permite, para pequeñas variaciones de x e y (Ax —> 0 y Av —> 0), reem- 
plazar el Az por el dz. 

Ejemplo: calcular el valor aproximado de la función z=x 4 . v 3 para 
P = (1,012; 1,998). 

E1 valor de la fiinción en P = (1,012; 1,998) es igual al valor que toma la fun- 
ción en P 0 = (1;2) más el incremento de la función al pasar de P 0 a P, que a 
su vez es aproximadamente igual al valor que toma la función en P 0 más el 
diferencial de la función, por ser los incrementos de las variables indepen- 
dientes muy pequeños. Es decir que podemos sustituir el incremento (Az) por 
el diferencial (dz). 

f (1,012; 1,998) =/( 1;2) + Az =/(l;2) + dz 

dz = 4 x\y 2 dx + 3 x\y 2 dy =^> dz (1;2) = 32.0,012 +12.( - 0,002) = 0,36. 

/ (1,012; 1,998) = 8 + 0,36 = 8,36. 
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Este es el valor que obtenemos aplicando diferenciales. Una calculadora nos 
da el siguiente valor aproximado: 8,3658. 

Función diferenciable - defínición 


Un campo escalar de dos variables z = / (x;y) es diferenciable en un punto 
P 0 = (xyyo) interior a su dominio si existen dos números reales A y B tales 
que el incremento de la función al pasar de P 0 = (xo;>- 0 ) a P = (xy) es: 


Az = A. Ax + B. Ay + e x .Ax + e 2 -Áy 
Propiedades 


í£j —> 0, —> 0 , s i 

\ Ax —> 0 v Ay —> 0 


a) Si una función es diferenciable entonces es continua. 


Az = A. Ax + B. Ay + e x . Ax + e 2 . Ay 


Tomamos ¡¡ m a ambos miembros de la igualdad: 

(Ax;Ay)->(0;0) 

lim |/(x; v)-/(x 0 ; v 0 )]= lim (A. Ax + B. Ay+e¡.Ax + e 2 . Ay) = 0 

(Ax;Ay)—>(0;0) (Ai;A>>)->(0;0) 

, Hm \f{x;y)~ f(x Q ;y Q )}=0^> Hm f(x;y) = f(x 0 ;y 0 ) 

(av.Av)— >(o;o) (*;y)-*W,y<i) 


Por lo tanto la función es continua. 


b) Si una función es diferenciable entonces es derivable. 


Vamos a demostrar que A y B de (1) son respectivamente las derivadas par- 
ciales de/ (xy). 


. . . . Az . Ax Ax Az 

SiAy = 0, Az = A.Ax +e,.Ax => —= A .— + e v — => — = A + e t , 

Ax Ax 1 Ax Ax 


tomando /\ m a ambos miembros de la igualdad: 

Ax—>0 


iim — = lim -d + lim ^ y~(x 0 ;y 0 )= A, teniendo en cuenta ¿q ->0 

Ax—>0 Ax Ax—>0 Ax—>0 dx 

cuando Ax -» 0 y que A es constante respecto de Ax. 
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Por lo tanto/es diferenciable si el incremento de la función se puede expresar: 


Az = fx (P„)■ Ax + f 'y ( p o )-Ay+£ v Ax+£ 2 .Ay . 

Es decirque: f(x;y)-f(x 0 ;y 0 )-fi (P 0 ).A x-f' y (? 0 ).Ay = £ l .Ax + £ 2 .Ay 



y 


Ar —> 0 v Ay —> 0 


Ejemplos 


Demostraremos, aplicando la definición, que los siguientes campos escalares 
son diferenciable en 9t 2 . 

a ) f(*;y)=3xy 

f(x; y )-f(x 0 ;y 0 )- f) ( p o \a*~ f' y ( p 0 )■ Ay = 

= 3(x 0 + Ax).(y 0 + Ay)- 3 x 0 .y 0 — 3y 0 .Ax —3x 0 .Ay = 

= 3 x 0 .y 0 + 3x 0 .Ay + 3y 0 .Ax + 3Ax.Ay- 3x 0 .y 0 — 3y 0 .Ax — 3x 0 .Ay = 

= (3 Ax). Ay = £ x .Ax + £ 2 .Ay 

Si hacemos f,=0y 3Ax = £ 2 , vemos que £\ —> 0 y £ 2 —> 0 cuando Ax —> 0, 
con lo cual queda demostrado que la función es diferenciable. 

b) f(x;y) = x 2 + 2 xy 


f(x;y)-f(x 0 ;y 0 )-f ’ x (P„). Ax- f' y (P 0 ). Ay = 

= (x 0 + Ax)” +2(x 0 + Ax).(y 0 +Ay)-(x 0 +2x 0 y 0 )-(2x 0 + 2y 0 ).Ax + 2x 0 .Ay 


= x 0 + 2x 0 .Ax + Ax 2 + 2 x 0 y 0 + 2x 0 Ay + 2 Ax.y 0 + 2 Ax.Ay — x 0 — 2 x 0 y 0 — 

—2x 0 .Ax - 2y 0 .Ax + 2x 0 .Ay = Ax 2 + 2Ax.Ay = Ax.Ax + (2Ax) .Ay = £,.Ax + £ 2 . Ay 
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Si hacemos Ax = e x y 2Ax = e 2 , vemos que e¡ -> 0 y e 2 —> 0 cuando Ax —> 0, 
con lo cual queda demostrado que la función es diferenciable. 

Demostrar que una función es diferenciable aplicando la definición no es, 
por lo general, sencillo. Veremos algunas propiedades que pueden facilitar el 
análisis de la diferenciabilidad de una función. 

Condición necesaria para que una función sea diferenciable 

De las propiedades a) y b) surge que es condición necesaria para que una 
función z =f(x;y ) sea diferenciable en el punto Po = (xyyo) interior a su do- 
mino que sea continua y admita derivadas parciales de 1 ° orden finitas en 
dicho punto. 

Por lo tanto si una función de dos variables no es continua o no es derivable, 
entonces no es diferenciable. 

Condición suficiente para que una función sea diferenciable 

De la expresión (2) surge que es condición suficiente para que una función 
z =/ (x;y) sea diferenciable en el punto P 0 = (x 0 ;y 0 ) interior a su domino que 
las derivadas parciales de 1 ° orden finitas sean continuas en un entomo de 
dicho punto 1 . 

Nota: si la función es continua, con derivadas parciales finitas, pero no conti- 
nuas en un entomo del punto, entonces no podemos asegurar nada acerca de la 
diferenciabilidad. Debemos recurrir a la definición de función diferenciable. 

Síntesis de propiedades 

1) Si z =/ (x;y) no es continua o no es derivable en un punto P 0 = (x 0 ;v 0 ), en- 
tonces no es diferenciable en ese punto. 

2) Si z =/ (x;y) es diferenciable en un punto P 0 = (x 0 ;_v 0 ), entonces es conti- 
nua en ese punto y admite derivada en cualquier dirección y sentido. 


1 Se puede demostrar que es suficiente que una sola de las derivadas parciales sea 
continua para que la función sea diferenciable. 
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3) Si z =/ ( x;y ) es continua con derivadas parciales finitas no continuas en 
entomo del punto, puede o no ser diferenciable. Hay que recurrir a la de- 
finición. 


Veamos algunos ejemplos 

I) Analizar si son diferenciables en el origen las siguientes funciones utili- 
zando las propiedades vistas. 


1) z = 


xy 


x 2 + / 


(x;y)*(0;0) 


0 (x;y) = ( 0;0) 


Primero analizamos la continuidad. Si no es continua sabemos que no es di- 
ferenciable. 


a) /(0;0) = 0 

b) Calculamos el lim radial: 

_ xy _ x.(mx) _ 

C ; . — Hm — - 2 ~ h' m — i —vT — 

x— >0 x + y x —>o x ~^~\mx j x—>o 



m 

1 + m 1 


Vemos que la función no es continua en P 0 = (0;0) y por lo tanto no es dife- 
renciable en P 0 = (0;0). 


En este caso tenemos una función que por no ser continua no es diferenciable. 


2 ) 



0 


(Ky)*(0’0) 

(*.-y)-( o,-o) 


Primero analizamos la continuidad de la función. 
a ) ,/ (0;0) = b b) L = lim — 2 ^ , = lim 

(x;y)->(0.-0) x + V~ (*o<)->(0;0) 


v 2 .^_ 

x~ + y 2 


= 0 
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Por ser el producto entre un infinitésimo y una íunción acotada. 


Vemos que la función es continua en el origen. Ahora debemos analizar la de- 
rivabilidad. 

En P 0 = (0;0); z x (0;0)= lim ÉzÉzlQÉ. = ¡¡m °^°- = 0 


x —0 


0 X 


^(o.-o)- Hm ¿M-íM , llm ++-, 0 

y —> o y — 0 y-> 0 y 


Vemos que / es derivable en P 0 . Ahora debemos ver si alguna de las deriva- 
das parciales es continua. Calculamos entonces las funciones derivadas par- 
ciales. 


En P 0 & (0;0): 


^ o 2(2,2) 2 2 ~ -.3 2 , 4 3 2 ~ 4 

dz _2xy .(x +y f— x y ,2x _2x y +2xy —2xy_ 2xy 


dx 

dz 2 x 2 y . 

{x 2 +y 2 f 
{x 2 +y 2 ) - 

2 2 » 
x y -2y 

(x 2 +y 2 f (x 2 +y 2 f 

4 ./^23 /■> 2 3 /•» 4 

2x y + 2x y — 2x y 2x y 

dy 

[x 2 +y 2 


(x 2 +y 2 f (x 2 +y 2 f 



2 xy A 

(x;y)*( 0;0) 

Por lo tanto: 

Z ! = ' 

(x 2 +y) 




0 

(x;y)= (0;0) 



2x 4 y 

(x;y) +■ (0;0) 


z y=\ 

(x 2 +y 2 ) 




0 

(x;y)=(0;0) 


Debemos analizar la continuidad de las derivadas parciales en P 0 = (0;0) 


a ) z x (0;0) = 0 b ) L = 


lim 


2 xy 


(x;y*h(0;0) (/ + y +j (J™ o,-o)|_"""' x 4 + 2x 2 y 2 + y 


2x.~ 


= 0 
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Por ser el producto entre un infinitésimo y una función acotada. 
Vemos que z x es continua en el origen. 


a) z (0;0) = 0 


b) L — Hm 

(jjMftO) 


2 x 4 y 


; — lim 


(x 2 +y 2 J Uy)->(0;0) 


2 y. 


x 4 + 2 x 2 y 1 + y 4 


= 0 


Por ser el producto entre un infmitésimo y una función acotada. 

Vemos que z y es continua en el origen. 

Hemos analizado la continuidad de ambas derivadas parciales como ejemplo 
pero con una sola alcanza. 

Las derivadas parciales son continuas en P 0 = (0;0), por lo tanto la función es 
diferenciable en dicho punto. 


3 x 2 y 


3 ) z = < 


x 2 + y 


2 


0 


(x;y)*(0/0) 
(x;y) = (0;0) 


Analizamos la continuidad de la función. 
a)/(0;0) = 0 b) L= J im 

b;y)->(0,0) X +y 


lim 

(*;y)M o.-o) 



2 , 2 
x +y 



Por ser el producto entre un infínitésimo y una función acotada. 

Vemos que la función es continua en el origen, por lo tanto no podemos 
saber si es diferenciable. Vamos a analizar la continuidad de las derivadas 
parciales, para lo cual las calculamos. 


En P 0 = (0;0); Z ;(0;0)= J im /( x;0 ) /M = ^ 0_0_ = Q 

x —> 0 X 0 x — > 0 X 


y — 0 y-> o y 
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Vemos que la fünción es derivable en P 0 = (0;0). Debemos analizar si las 
derivadas parciales son continuas. 

En P 0 ?i (0;0): 


I 9-> 

II 

% 

(x 2 


1- 3 x 2 y ,2x 6x 3 y - 

+- 6 xy 3 ■ 

- 6x 3 v 

6xy 3 

dx | 

(x 2 +y 2 ) 

f 1 

(x 2 +y 2 ) 

r i 

(x 2 +y 2 f 


^ 2 ( 2 \ 2^ o2 o 4,0 2 2 r 2 2 o4 o 2 2 

dz_3x ,\x +y )—3x y.2y_3x +3x y —bx y _3x — 3x y 
dv ( x 2 +y 2 f (. x 2 +y 2 f (x 2 +y 2 f 


Por lo tanto: 


a) z; (0;0) = 0 


6xy 3 



0 


(x;y) * ( 0 ; 0 ) 

(x;y) = (0,-0) 



^ 4 'j 2 2 

3x —3x y 

z 'y= ' 

(x 2 +y 2 f 

0 


(x;y) * (0,-0) 
(x;y) = ( 0/0) 


b) Calculamos el límite radial 


L r — lim 

x—>0 

y—mx 


6 xv 3 _ 6x(mxf _ 



lim 


(x 2 +y 2 ) 

x->0 

x 2 +(mx) 


6m 3 x 4 


lim 4 -. 2 4 4 4 

x^o x +2m~x + m x 


6 m 3 

1 + 2/77 2 +m 4 


=+ z x no es continua en P 0 = (0;0) 
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a) z; (0;0) = 0 

b) Calculamos el límite radial 


C,- — lim 

x —>0 
y=mx 


3x 4 -3x 2 y 2 


(x 2 +y 2 ) 

3.(l - m 2 ) 
1+2/?? 2 + m 4 


3x 4 —3x 4 m 2 m 3x 4 (l —/m ? ) 

L [jc 2 +(/j 7 x) 2 ] 2 x4 + 2/m 2 x 4 + m 4 x 4 

=> z no es continua en P 0 = (0;0) 


Las derivadas parciales no son continuas en P 0 = (0;0), por lo tanto no pode- 
mos saber si la función es o no diferenciable aplicando las propiedades vis- 
tas. Debemos recurrir a la definición. 


f{x;y)-f{x 0 ;y 0 )-f,l{P 0 ).Ax- f' y (P 0 ). Ay = 


3Áx 2 Ay 
Ax 2 + A y 2 


0 - 0. Ax - O.Ay 


3Ax 2 

Ax 2 + Ay 2 


Ay = £,. Ax + e 2 . Ay 


Si hacemos £ 2 = — --, vemos que cuando Ax —> 0 y Ay —> 0, £ 2 no 

Ax + A y 

tiende a 0 ya que es una función acotada. Con lo cual queda demostrado que 
la función no es diferenciable. 



{x;y) * (0;0) 
(x;y) = (0;0) 


Analizamos la continuidad de la función. 


a )/(0;0) = 0 b) 


L — Hm 

M->(0;0) 


( 2 , 2 ) 

[x + v \sen 


í 


x~+y 


= 0 


Por ser el producto entre un infinitésimo y una función acotada. 
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Vemos que la función es continua en el origen, por lo tanto no podemos sa- 
ber si es diferenciable. Vamos a analizar la continuidad de las derivadas par- 
ciales, para lo cual las calculamos. 

EnP 0 =(0;0) 


ZÁ 0 : 0 ) , lim i+ytim= Hm 


2 1 

x .sen^ — 0 


»o x-0 


bc 1 

-—-= limx.sen — = 0 

x->0 x X~>0 JC 


xjo:o )=, ¡m mtim =, ¡m 


2 1 n 

V .sen-r—r- 0 


y-> 0 y — 0 


y\ i n 

—-= hm y.sen— = 0 

y-í 0 V y-> 0 \y\ 


Los límites valen 0 por ser productos entre infinitésimos y funciones acota- 
das. 

Vemos que la función es derivable en P 0 = (0;0). Debemos analizar si las 
derivadas parciales son continuas. 

En P 0 ?¿ (0;0) 

dz 1 ( 2 , 2 ) 1 ^ 

— =2x.sen , -1 x + y 1 cos 

dx 7^7 V ' 


= Ix.sen 


1 


y¡x 2 +y 2 [x 2 +y 2 } 

1 


/2 


cos- 


^jx 2 +y 2 yjx 2 +y 2 y¡x 2 +y 


—=2y.sen .—\^ = — [x 2 +y 2 \ 
dy ' v 


x 2 +y 2 


cos 


y 


yjx 2 +y 2 [x 2 +y 2 } 


/2 


= 2 y.sen 


y l 

>cos- 


yjx 2 +y 2 yjx 2 +y 2 -Jx 2 + y 2 


Por lo tanto: 
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z = <¡ 




2x.sen 


ly.sen 


x 1 

rcos- 


yJx 2 +y 2 y¡x 2 +y 2 y¡x 2+ y 2 

0 


y l 

rCOS- 


yjx 2 +y 2 y Jx 2 +y 2 y jx 2 +y 2 


{x;y) * (0;0) 
(x;y) = (0,-0) 
M*(0;0) 
(x;y) = (0;0) 


Vemos que no existe el Um 

(x;y)—>(0;0) 


Ix.sen 


x 1 

t.cos- 


yjx 2+ y 2 yl x2+ y 2 yj^+y 2 


ya que en el sustraendo tenemos el producto de dos funciones acotadas cuyo 
límite no podemos determinar. Por lo tanto la derivada parcial no es continua 
enP 0 . 

Análogamente ocurre con la derivada parcial respecto dc y. 


Tampoco existe el Um 

0 . 0 ) 


ly.sen 


y 


cos- 


y¡x 2+ y 2 yJx 2+ y 2 yjx 2+ y 


Por lo que esta derivada tampoco es continua. 

Es decir que esta función no tiene derivadas parciales continuas, para saber 
si es diferenciable necesitamos recurrir a la definición. 


f(x;y)-f(x 0 ;y 0 )-fx (P 0 )• Ax- f' y (P 0 ). A y = 

= (Ax 2 + Ay 2 ). sen —^-y — 0 — 0. Ax — O.Ay = 

Ax' + Ay 


. 1 A A 1 

Ax.sen —^-- Ax + A y.sen 


Ax 2 + A y' 


, + A y 

Ax 2 + Ay 2 


. = £ v Ax + £ 2 .Ay 
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Si hacemos e,=Ax.sen —,- = y £ 2 =Ay.sen — -vemos que 

Ax~ + Ay " Ax~ + Ay 

cuando Ax —> 0 y Ay —> 0, £\ —> 0 y £i —> 0, por ser el producto entre un 

infinitésimo y una función acotada. Por lo tanto queda demostrado que la 
función es diferenciable. 

II) Demostrar que las siguientes funciones son continuas, con derivadas par- 
ciales finitas en el origen, pero no diferenciables. 

!) z =J\Jy\ 


Analizamos la continuidad de la función. 


a )/(0;0) = 0 b ) L= hm 1¿J\= 0 

M->(0;0) 

Vemos que la función es continua en el origen, por lo tanto no podemos 
saber si es diferenciable. Vamos a ver si existen las derivadas parciales, para 
lo cual las calculamos. 


EnP 0 = (0;0); z;(0;0)= hm É^°LJ¡M= /jm LLL= 0 


x —> 0 


x — 0 


x —> 0 X 


z; ( o,o)= lim fM-fM . Hm „ 

y^> 0 y-0 y^> 0 y 


Vemos que / es derivable en P 0 . 

Analizamos si es diferenciable aplicando la definición. 

f( X ;y)-f( 0;0)-/; (o ; o). a x -/ y (o ; o). Ay = 

= JAc|.J^¡ — 0 — O.Ax — O.Ay = Ax|,^|Ay| = £ x .Ax + £ 2 . Ay 


Si hacemos Ax = Av, 


= Ax = {£ x + £ 2 )Ax 


£ x +£ 2 


= 1 , 
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Esto solo se verifica si £¡ + e-, = 1, pero para que la función sea diferenciable 
£\ y e 2 deben ser infínitésimos para Ax—> 0 y Ay —» 0. A1 no cumplirse esta 
condición podemos asegurar que la función no es diferenciable en P 0 = (0;0). 


2) z = 


í 3 2 

x -xy 
< x 2 +y 2 


0 


(x;y) * ( 0 / 0 ) 
(x;y) = ( 0 / 0 ) 


Analizamos la continuidad de la función. 

a) /(0;0) = 0 

x 3 -xv 2 _ X 3 XV 2 

b) L— Um —~—+,— lim —;- lim —x -—x — 

(x,y)->(0;0) X +}’ b;y)->(0;0) X +y (x;.y)->(0;0) X +y 

2 2 
x y 

- lim x,— -r-— lim x,— -0 

(x;y)^(0;0) X~~+y (x;j')->(0;0) X +y 

Ambos límites son 0 por ser el producto entre un infinitésimo y una fimción 
acotada. 

Vemos que la función es continua en el origen, por lo tanto no podemos 
saber si es diferenciable. Vamos a ver si existen las derivadas parciales, para 
lo cual las calculamos. 


EnP 0 = (0;0); z;(0/0)= lim /( x;0 ) f(°’°) = ¡¡m , 


0 x —0 x —> 0 X 

f(0;y)-f(0;0)_ 0-0 _ 


- v (0/0)- lim 

y —> 0 y — 0 


— lim 

y -> 0 y 


= 0 


Vemos que / es derivable en P 0 . 

Analizamos si es diferenciable aplicando la definición. 
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/(•'■•>•) - /(ü.O) (0;0). Ax-f' (0;0). Ay = 


Ax -Ax.Ay Ax -Ax.Ay 

-r- - -0 - Ax - 0. Ay = - - - 2 -Ax = e x . Ax + e 2 . Ay 

Ax + Ay " Ax~ + Ay 

Ax 3 — Ax.Ay 2 - Ax 3 + Ax.Ay 1 


Ax 2 + A y 2 


- = 0 = £ v Ax + £ 2 .Ay 


Vemos que £\ y £2 pueden tomar cualquier valor por lo tanto no son infinité- 
simos. La función no se diferenciable en P 0 = (0;0). 


III) Demostrar que la función z=- 


y 4 ( x; y) * ( 0 '°) 1 •. j • 

x +y admite denva- 

0 (x;y) = (0;0) 

das parciales finitas en el origen, pero no es diferenciable. 


EnP 0 = (0;0); z;(0;0)= lim /(* ;0 ) /( 0;0 ) = ¡¡m °_°_= 0 


x —> 0 


x —0 


x ^ 0 X 


z ;( 0 ; 0 )- fa A 0 . 7 )-/( 0 ; 0 ) -^ 0-^- 0 

y-> 0 y — 0 > 0 y 

Vemos que/es derivable en P 0 . Analizamos si es diferenciable. 

f(x;y)~ f(x 0 ; y 0 ) - f' x (p 0 )• A x-f' y (p 0 ). Ay = 

- - 0 - 0 . to-ojsy-= .y 


(Ax)‘+(Ay) 
3Ax.(Ay) 2 


(Ax) 4 +(Ay) 4 


lim 


. Ax = £¡ .Ax + £ 2 . Ay , £ x = 


(Ax) 4 +(Ay) 4 

3Ax.(Ay) 2 
(Ax) 4 + (Ay)' 


4 5 °2 


£-, =0 


3Ax.(Ay)“ 


(A*;Ay) -»( 0 , 0 ) (Ax) 4 + (Ay)‘ 


-t- 0 . Si consideramos el camino Ax = (Ay) 1 , el 
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3Ax.(Ay) 2 _ 3(Ay) 4 _ 3(Ay) 4 

L1171 / \4 / \4 LlUÍ / \8 / \4 LWÍ r ^ 

(Ax;Ay) —> ( 0 , 0 ) (Ax) + (Aj) Aj^O (Av) + (Ay) Ay->0 ( Aj )4 | Aj )4 + jj 

Por lo tanto la fiinción no es diferenciable en P 0 = (0;0). 

DlFERENCIAL TOTAL EXACTO - LA FUNCIÓN POTENCIAL 

Dada una expresión diferencial P(x; v ).dx + 0(x; y ).dy es un diferencial total 
exacto si existe una función potencial U =f(x;y ) tal que su diferencial es 
dU(x;y) = P(x;y).dx + Q(x;y).dy . 

Vamos a determinar la existencia de la función U(x;y). 

Condición de simetría 

Si dU = P(x;y).dx + Q(x;y).dy => U' x = P y U' =Q. Si calculamos las 

derivadas segundas cruzadas obtenemos: U = P y U = Q x . Por lo tanto 

P = Q y , igualdad que se conoce como la condición de simetría. 


Es decir, para que una expresión sea un diferencial totai exacto se debe cum- 
plir la condición de simetría. 

Una vez que hemos verificado que existe U(x;y ), debemos calcularla. 
Cálculo de U(x;y) 

Como ^- = P(x;y)^> U(x;y)= jp(x;y).dx = F(x;y)+a(y) (l) 

La constante de integración se puede expresar como una función dey porque 
estamos integrando según la variable x. Pero además 

Y' = 2( x ' y) U(x;y) = J Q(x;y).dy = F(x;y) + fi(x) (l) 
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Ambas integrales deben ser iguales, por lo tanto pueden diferir solo en una 
constante. 

Por lo tanto U(x;y) se obtiene comparando las integrales (1) y (2). 

U(x; y) = F(x; y)+ a(x)+f3(y)+ C 
Para cada valor de C se obtiene una función potencial. 

Ejemplo: Í2x J + y).dx + (x + 2y 2 \dy 

Primero verificamos la condición de simetría: P r = 1 = Q x . 

Hemos verificado que la expresión es diferencial exacta. Ahora debemos en- 
contrar la expresión general de U (-V/p) 

U(x;y ) = |(2x 3 + y).dx = + yx + a(y) 

U(x;y) = J(x + 2 v 2 ).dy = xy + —+ /3(x) 

Si comparamos las dos integrales, que como vimos deben ser iguales, vemos 

r\ 3 

que la función de y que figura en la 1° integral es —— que aparece en la 2° 

integra 1 y ,ne la f nne,6„ de , ,ne apareee en la r integral e S ±, que apa- 

x 4 2v 3 

rece en la 1 ° integral. U(x; y)-xy + — + —+ C . 

Verificación 

Es muy fácil verificar si la expresión es diferencial exacta. Si calculamos el 
diferencial total de la función U(x;y) que hemos obtenido, debemos obtener 
la expresión diferencial. 




134 Alejandro £ García Venturini 

Plano tangente - La Aproximación Lineal 


Dada la funciónz =f(x;y), consideramos el punto Po= (x 0 ;>’o). Si en ese punto la 
función es diferenciable, podemos expresar el incremento al pasar de P 0 a P. 

Ya vimos que si Ax —> 0 y Ay —> 0: A z = dz . Desarrollando queda: 

z - z o = fx{x 0 ;yo)-( x - x o)+fy (■ x oiy 0 )-(y-yo ) ■ Despejandoz: 

z =fx( x oiyo)-( x - x o)+fy ( x o;yo)-(y-y 0 )+ z o 

E1 2do. miembro de la igualdad es la ecuación de un plano que recibe el 
nombre de plano tangente a la superficie en P 0 ' = (x 0 ;y 0 ;z 0 ). 


= f'x ( x o’’y 0 )-( x - x o)+f' y ( x o’'y 0 )-(y-y 0 ) + z o 


o 


Nota: Designamos como z t a la z del plano tangente, para distinguirla de la z 
de la función. 


En P 0 = (jc 0 ; >’o) coinciden la imagen de la función y del plano tangente. 
z (a 0 ; y 0 ) = z t (x 0 ; y 0 ). 


Nota: E1 plano tangente contiene a todas las rectas 
tangentes a las curvas que pasen por el punto. 



Superficie: 

*=/(*. y) 


E1 vector u especifica 
una dirección en el plano xy 


Nota: cuando se sustituye el incremento Az por el diferencial dz para aproxi- 
mar una función, geométricamente se sustituye la superficie por el 
plano tangente. En realidad se calcula la imagen del plano tangente y 
no de la superficie. Esto se denomina aproximación lineal. 

Condiciones de diferenciabilidad: desde el punto de vista geométrico una 
función es diferenciable en un punto si admite plano tangente en ese punto, 
lo que equivale a decir que admite derivada en toda dirección y sentido. 
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Recta normal 

La recta normal en un punto es la recta perpendicular al plano tangente en dicho 

punto. Como los denominadores (números directores) de la ecuación de la recta 

perpendicular a un plano son los coeficientes de la ecuación del plano, tenemos 

x - x n y - y 0 z - z n 
que una ecuacion es: —-,—= ——, -^ =-- 

fxW-y*) fyWya) 

Interpretación geométrica del diferencial 

E1 diferencial de una función de un campo 
escalar de dos variables mide la variación del 
plano tangente al pasar del punto Po = (xoU’o) 
al punto incrementado P = (x 0 +Ax ; y 0 +Ay). 


De O surge que z t = clz(x Q ;y 0 ) + z 0 , entonces: 
z t -z 0 = dz(x 0 ;y 0 ), por lo tanto: dz (x 0 ;y 0 ) = Az t = z t (x;y) -z t (x 0 ; j 0 ). 

Ejemplo 

Dado el paraboloide z = x 2 + y 2 , hallar la ecuación del plano tangente y de 
una recta normal si P 0 = (2;1). Calcular la variación del plano tangente al pa- 
sar de P 0 a P = (2,1 ;0,9) y verificar que coincide con el diferencial en P 0 . 
Primero hallamos z 0 = 4 + 1 = 5. 

Calculamos ahora las derivadas parciales en P 0 . 

z'= 2x => z' (2;l) = 4 z' = 2y => z' y (2;l) = 2, 

la ecuación del plano tangente es: z t = 4(x-2) + 2(y—1)+5 = 4x + 2y - 5. 

Calculamos z t (P) = 4.2,1+2.0,9 - 5 = 5,2 

Az t =z t (P)-z t (P 0 ) = 5,2-5 = 0,2. 
dz (2;1) = 4.0,1+2.(-0,1) = 0,2 =>dz = Az t . 

tt , , , x —2 v —1 z —5 

Una ecuacion de la recta normal es: - = -- = -. 



4 


2 


-1 
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Generalización para Funciones de n Variables 

Si u = /(x 1 ;x 2 ;x 3 ;...;x„), el diferencial de u es: 

1 ) du = f' Xl dx i + f' Xi .dx 2 + ... + f' Xn ,dx n 


Ejemplo 

u = 3x 2 —2 xy 2 + 4xz => du = (6x -2v 2 +Az).dx + (-6 xy 2 ).dy + 4 x.dz 
2) Una función es diferenciable si 

/( P )-/( P o)-< ( P o)-Ax, -f' Xi (P 0 ).Ax 2 — f Xn (P 0 ). Ax„ 

= £ r Ax { +e 2 . Ax 2 + ... + e n . Ax n 

\&\ —^ 0, £ 2 —^ 0 ,...,£ n —^ 0 S i 
Ax j ^ 0 y Ax ^ ^ 0,... , Ax n —^ 0 


Ejemplo 


— 2 “ {x;y;z)^(0;0;0) 

-y + z 

0 (x;y; z) = (0;0;ü) 


En la página 85 hemos demostrado que las derivadas parciales en el origen va- 
len 0. 


f(x;y;z)—f(0;0;0)—f x (0;0;0). Ax - f y (0;0;0). A y-f' z (0;0;0). Az = 
AxAy(Az) 2 


(Ax ) 2 + ( Áy )~ + (Az) 


- — 0 — O.Ax — O.A_v — O.Az 


AxAy(Az)“ 
(Ax)‘+(Av) 2 + (Az)“ 


C^Ax + c 2 A y + c 3 Az 
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Si hacemos £, = 


Ay(Az)~ 


= 0 ,£, = 0 


1 (Ax) 2 +(Ay) 2 + (Az) 2 ’ 3 


lim 


Ay.(Az)“ 


/7777 Ay.-í1-^ = 0 


..... 2 9 2 iiiii —y ■ 222 

(Ax;Ay;Az) —> (0,'0;0) Ax + Ay“ + Az“ (Av;Ay;Az) -» (0,0,0) Ax + Ay + Az~ 


E1 límite es 0 por ser el producto entre un infínitésimo y una función acota- 
da, por lo tanto la función es diferenciable. 

Diferenciales Sucesivos 

Dada una función z =/(x/y) se puede calcular, como ya hemos visto, su fun- 
ción diferencial que de ahora en más llamaremos función diferencial prime- 
ro. Si esta función diferencial la volvemos a diferenciar, obtenemos una nue- 
va función diferencial que llamamos función diferencial segundo, y así su- 
cesivamente. Veremos como se obtienen estas expresiones. 

Diferencial segundo 

d 2 z = d (dz) = d [f’ x . dx + f’. dy ) = (./. dx + f'. dy) ■ dx + (f' x . dx + f' dy) . dy 
= (/«• dx + fy X -dy) . dx + (f xy . dx + f n .dy) . dy = f' xx . dx 2 + 2 f" xy dx.dy + f" n . dy 2 

Si queremos calcular el diferencial tercero, debemos calcular el diferencial 
del diferencial segundo. 

Diferencial tercero 

d 3 z = d (d 2 z) = d (f xx . dx 2 + 2 /" .dx ,dy +f'^.dy 2 ) = 

( f" xx -dx 2 + 2fl,.dx.dy + f' yy .dy 2 ) .dx+( f xx -dx' 1 + 2f v .dx. dy + f w .dy 2 ) v -dy = 

(.f'L-dx 2 + 2f" xyx .dx.dy + f" yyx .dy 2 ).dx + (f xxy .dx 2 + 2f"^.dx.dy + f" m .dy 2 ).dy = 
f'L-dx' + 3 f'L-dx 2 .dy + 3 f" m .dx.dy 2 + f" m .dy 
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Diferenciales de orden n 

Si observamos las expresiones del diferencial segundo y del diferencial ter- 
cero vemos que tienen el aspecto de la potencia de un binomio, donde los 
exponentes indican, para las derivadas orden de derivación y para los incre- 
mentos potencias efectivas. 

d °~ Z = fx' dx 2 + 2 fxydx-d}’ + fyy -^ 

d 2 z = f xx ■ í/x 3 + 3 f xxy . dx 2 .dy + 3f xyy . dx. dy 2 + f" m . dy 

Generalizando esas expresiones obtenemos la forma general del diferencial 
de orden n. 

d n z = (f' x .dx + f' y .dyj n) 

Expresión que se denomina operador simbólico. 

Ejemplos 

a) Hallar d 2 z en P 0 = (1 ;2) si z = x y 2 - 5 x 2 y 3 

Vimos que el diferencial segundo en un punto es: 

d 2 z(x o ; y 0 )=fxx (+o; +0 )■ dx 2 + 2f xy (x 0 ; y 0 ).dx.dy + f yy (x 0 ; y 0 ). d\> 2 


Calculamos las derivadas que intervienen en la expresión: 

f = 3 x 2 y 2 -10xy 3 =>f xx = 6xy 2 -10y 3 ^>f(\;2) = -56 
f' y = 2x 3 y -15x 2 y 2 => f yy = 2x 3 -30x 2 y^/^(l;2) = -58 
f y = 6x 2 y — 30xy 2 => f (l;2) = -108 

Por lo tanto, í/ 2 z(l;2)=-56c/x 2 - 2\6dx.dy -58í/y 2 
b) Hallar d'z si z = y 4 x 2 +4y 2 x 4 

Vimos que: df z = f xx . df + 3 f" xxy . dx 2 . dv + 3 ff . dx. dy 2 + f yyy . dy 3 
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Calculamos las derivadas que intervienen en la expresión: 

f'x = 2 /* + l6 y 2xi ^.C = 2 y 4 + 48y 2 x 2 , f y = 8 y 3 x + 32 yx 3 
f'y = 4 y 3 x 2 + 8 jx 4 => f'w = 12 x 2 y 2 + 8x 4 
f'L = 96v 2 x, /;; = 24 jx 2 , /f = 8j 3 + 96jx 2 , ff = 24xy 2 + 32x 3 

d 3 z = 96 y 2 x.dx 3 +3.(8>’ 3 + 96yx 2 ).dx 2 .dy + 3.(24y 2 x + 32x 3 ).dx. dy 2 +24 yx 2 .Jy J 

EL DIFERENCIAL Y LAS DERIVADAS DIRECCIONALES 

Vimos en la página 98 que la derivada direccional según la dirección y sen- 
tido a en un punto Po = (x 0 ;>’o) se puede expresar como el producto escalar 
entre el vector gradiente y el versor director de la dirección y sentido a. Si 
esto es así la función z =/ (x;y) es diferenciable en P 0 = (x n ;yo). 

z i( P o) = z «( P o)= Vz ( P o) # V 

Propiedad 

Si en un punto P 0 = (x 0 ;y 0 ) se verifica que z- (P 0 ) + Vz(P 0 ) • v , entonces la 
fimción no es diferenciable. Esta es otra forma de verificar la no diferencia- 
bilidad de una fimción en un punto. 

EI diferencial y el gradiente 

En 9í 2 : 

Vimos que si z = / (x;y) el diferencial de z en un punto P 0 = (x 0 ;y 0 ) es 
dz (Po) = f'x ( P o) dx + f' y (P 0 ).dy= [f ( p 0 );/;( P o)]*( dx; dy ). 

Si consideramos el vector desplazamiento dx = (dx;dv) que tiene la direc- 
ción de la recta tangente, entonces dz( P 0 ) = V/’(P 0 ) • dx . 

E1 diferencial de una función en el punto P 0 es igual al producto escalar entre 
el gradiente de la fimción en el punto por el diferencial del vector que une 
los puntos P 0 = (x 0 ;y 0 ) y P = (x;y). 


140 


Alejandro £ García Venturini 


En 9i 3 : 

Si u = f (x;y;z), dz (P 0 ) = f' x (P 0 ).dx + f' y (P 0 ).dy + f((P 0 ).dz, 

dz (Po ) = [ /x (■Po) / fy (Po) / /z' (■Po) ] * ( dx; dy ;dz). 

Si consideramos ahora al vector desplazamiento como dx - 
entonces dz( P 0 ) = V/(P 0 ) • dx . 


por lo tanto 


(dx;dy;dz), 
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Ejercicios Propuestos 

Diferenciales 


1) Calcular el diferencial total de la función z= xy + x 2 y 2 + xy 2 en P 0 = (1;1), 
si dx = 0,2 y dy = 0,05. 

2) Calcular el diferencial total de la función z = xdn y -ydn x para x 0 = 1, 
yo= 1, dx = 0,1 y dy = - 0,2. 

3) Calcular el valor aproximado de la función z=ij/’, aplicando diferencia- 
les, en P = (1,0017;0,995). 


y 

4) Calcular el diferencial total de la función z = arc tg —. 

x 

5) Calcular el valor de z = x 4 y 5 en P = (1,017; 1,99) aplicando diferenciales. 

6) Calcular aproximadamente mediante diferenciales ^/(3,S) 2 + 2.(2,1)’ . 

7) Hallar a) d 2 z en P 0 = (1 ;2) si z = x 3 y 2 - 5x 2 y 3 , b) d 3 z si z = y 4 x 2 +4 y 2 x 4 . 

8) Investigar si las siguientes funciones son diferenciables en el origen. 


a) z = x 3 + 5 xy — 4e x 


c) z = 


3 3 

x — y 


2 . 2 
x +y 


(x; y) + (0;0) 

(x;y) = ( 0;0) 


b) z = 


2 x 3 y 


6 . 2 
x + y 


(x;y) + (0;0) 
(x;y) = (0;0) 


d) z = 


4 , 4 

x + y 


2 , 2 
x +y 


(x;y)*( 0,0) 

(*:y)=( 0:0) 


9) Dada la fimción 


z — < 




xy. I x 


y) 


2 , 2 
x +y 


(x;v)*(0;0) 

v ’ v y , demostrar en : 

(x;y) = (0;0) 


a) es continua, b) es diferenciable. 

10) Demostrar que en un entomo del origen e x y+i +ln(y + l) = x + y + 1. 

11) Calcular aplicando diferenciales /(1,96,0,96) si f(x;y)=yjx 2 +y 2 ■ 
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Plano tangente 

Detenninar Ia ecuación dei plano tangentey de la recta normal a las siguientes 
superficies en los puntos indicados. 

1) z = 2x 2 y + y 2 -x +1 en P 0 = (l;3;z 0 ) 2) z = x 2 -x + 2xy +1 en P 0 = (l;2;z 0 ) 
3) z = 2 xy + x 3 -y 2 +1 en P 0 = (l;2;z 0 ) 4) z = x 2 -x + 2y 2 +1 en P 0 = (l;2;z 0 ) 
5) z = x - 4y 2 en P 0 = (2; 1 ;z 0 ) 6) z = x 2 + y 2 en P 0 = (2; -1 ;z 0 ) 

7) Calcular la variación del plano tangente a la superficie z = 2 x 3 -y 2 al pasar 
del punto P 0 = (1;2) al punto P = (1,1 ;2,5). 

8) ¿Dónde corta al eje z el plano tangente a z = e x ~ y en P 0 = (1; 1 ;z 0 ). 

9) Hallar por aproximación lineal /(0,1;—1,02) si f{x;y) = x 1 + 2xy + 2y. 

10) Hallar por aproximación lineal / (x 0 + 0,1; y () - 0,2) si/(x 0 ;>-' 0 )=2, z=/ (x;y), 
A ( x 0 ’-y 0 ) = %’ A ( Wo) = % ’ y = (4/3) y v 2 = (3/4). 
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Respuestas 


Diferenciales 

1) dz (1; 1) =1,45 2) dz (1; 1) = -0,3 

3) z = 0,9785 4) dz = — dx+ / Y , .dy 5) z = 33,376 6)2,01 
x" + _v x' + 

7) a) d 3 z = -56 .dx 2 -216 .dx.dy - 58 .dy 2 

b ~) ctz = 96 y 2 x.dx 2 + (24y 3 + 288_vx 2 ).í/x 2 .(iv+(72y 2 x+96x 3 ).(ix.í/y 2 +24yx 2 .(iiv 3 

8) a) sí, porque tiene derivadas parciales continuas, b) no, porque no es 
continua, c) no, no verifica la definición, d) es diferenciable. 

11) /(1,96, 0,96) = 2,182 


Plano tangente 

1 )z = 1 lx + 8y -20 

2) z = 5x + 2y - 4, 

3) z = 7x — 2y — 1, 


4)z = x + 8y-8, x — 1 = 


x —1 y — 3 z —15 

11 8 ~ -1 

x —1 _ y-2 _ z-5 

"i -- 2 

x-l _ y-2 _ z-2 
~ 1 ~~ -2 _ -1 

y-2 z-9 


-1 


5) z = 4x - 8y, 


x-2 _ y-1 _ z 
4 -8 _ -l 


„ . . _ x - 2 y +1 

6) z = 4x - 2v - 5, -= -- 

4-2 

7) r/z = —1,4 8) z = 1 

10) / (x 0 + 0,1; y 0 -0,2) = 1,63 


z-5 

-1 

9)/(0,1;—1,02) = —2,24 
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Funciones vectoriales 


E1 concepto de función escalar visto en Análisis I y de campo escalar 
analizado en este texto, lo vamos a extender ahora al concepto de función 
y campo vectorial. 

Función vectorial 

Una función vectorial es una función que transforma un número real o 
escalar en un vector o en un punto de R“. 

/: A c 91 —> 91" / ]'{t) = [/(t); / 2 (?);...; /(?)], donde las/(t) son funciones 
escalares, es decir funciones que van de A, —>91, con A, c: 9i y n > 2. 

Por lo tanto el estudio de una función vectorial se reduce al estudio de las 
funciones escalares componentes. 

Si n = 2, la función vectorial asigna a un número real como imagen un 
vector de dos componentes o un par de números reales, es decir un punto 
de 9Í 2 , y si n = 3, la función vectorial asigna a un número real como ima- 
gen un vector de tres componentes o una tema de números reales, es decir 
un punto de 9Í 3 . 

Ejemplos 


a) ]: A^9i 2 / ](t) = (3t + \;t-2) = (3t + \)i +(t-l)] 

/(2) = (7;0), /(—l) = (—2,—3) 

b) / / A —> 91 / f(t) = (t +1 /1 + 2;f 2 ) = (t + l)z + (t + 2) j + 1 ~k 
7(2)= (3/2/0), /(-1) =(0/1/1) 

c) /; A -+ 9Í 4 / f(t) = (t - 5/ In (t + 2);t 2 + 1/5?) 

7(2) = (- 3/ In 4/5/10), ](- 1) = (- 6/0/2/-5) 
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Dominio de una función vectorial 

E1 dominio de una función vectorial es la intersección de los dominios de 
las funciones escalares componentes: A = A, nA 2 n A 3 ... n A n 


-; 5 1 


. Dom f = 


Ejemplos 

a )f :A ^ 2 /f(t) = ¿ 

\.t +2 , 

b) f: A^^/f(t) =(\-2t;3+t;~\+f).Dom /'- 

c) f:A—>\R 3 / f(t)=(lnt;-<Jl — t;t ). Dom f = ( 0;1] 


d) /: A -+ 9Í 4 / 7(í) = ln(t- l);t 3 + 2;-;5 

v * j 

Algebra de funciones vectoriales 


. Dom f = (1;+°°)-{3} 


Sean /; ^4 —> 9?" y g : B —> 9Í" dos íunciones vectoriales, podemos defi- 
nir las siguientes operaciones entre ellas. 

s¡ f -A -» , X’/f(t)=[fÁt);fM- •.;/.(»)] y 

I + -»3t" /g(í) = [g, W;s 2 (í);.;g,.(í)] 


1 ) Suma algebraica 

h(t) = (/ + g)(0 <=> Ví; Á(0 = 7(0 ± g(0 • 

h.-A^w/ü (t) = [/ (0 ±gi (0-'/ 2 (0 ± ^2 (O’ •■•’/» (0 ± (0] 

E1 dominio de /7 es A = A¡ n A 2 . 

2) Producto escalar 

h(t) = (7• g)(0« Vf: f(t) = 7(0• g(0 = É/(0-S,(0• E1 dominio deú 

¡=1 

es A = A\ n A 2 . Obsérvese que el producto escalar da por resultado un 
número real y no una función vectorial. 
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Ejemplos 


a) Dadas f : A¡ —>3Í 2 / f(t) = (r + 5;5t - 2 ). A¡ = R y 
g : A 2 -> 9t 2 / g(t) = (f + 5t - 2; t - 4 ). A 2 = R 

i) h ; A —>Sl 2 / h(t) = f(t)+g(t) = [t 3 +t 2 +5t + 3;6 1 — ó). A = F 

ii ) h : A —> 9Í 2 / h(t)= f(t) — g(t) = (-í 3 +t 2 —5t + 7;4t + 2 ). A = \ 

iii) 

h : A^% 2 /h(t) = f(t) • g(?) = (r + 5).(/ 3 +5 1- 2)+ (5/ - 2 ).(t - 4) = 
= (t 5 + 10 1 3 - 21 2 + 25 1 -10)+ (5; 2 - 22t + 8)= t 5 +10? 3 + 3r + 3? - 2 
A= R 


b) Dadas / ; A¡ —> 9/ / f(t) = 


-;4t-2; 


3 1 


\t t-2j 

g : A 2 -> 9? 3 / g(/) = (t;2t;5). A 2 = 


. A\ = R-{0;2} 


i) h : A->SÍ 3 /h(t) = f(t) + g(t)- 
A = : -{0;2} 

ii) h : A—^Tfí 3 /h(t)= f(t)~g(t) = 


\ + t ¿ , . 8/-10 

- ;6t - 2; - 

, 1 t ~ 2 

1 -t 2 » , 10-2i 


;2t-2; 


A = E {0:2| 

iii) h : A^K 3 /h(t) = f(t) • g(t) = ( - |.(í) + (4 1 - 2).2t + J—f-5 


V 

\tj 


t-2 


= l + 8r-4i + 


15i 

~t=-2 


. A =R-{0;2} 


3) Producto entre una función vectorialy una función escalar 

Si / es una función escalar con domino A \ y g una función vectorial con 
dominio A 2 , entonces el producto entre ambas es una fimción vectorial 
h(t) talque: h(t) = (f.g)(t)<r$\/t:h(t) = f(t).g(t). 
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h : 91" /í{t)= A=A¡nA 2 . 


Ejemplo 

Dadas / : A x —>91/ f(t) = t 2 , A¡ =I . 

y g :A 2 = [t-\;2t;^\,A 2 = í - {0}. 


h : A / h(t) = f(t).g(t) = (/ -t 2 ;2t 3 ;5t).A = - {0}. 


4) Prodncto vectorial 

E1 producto vectorial se define para funciones con imágenes en 3 , es de- 
cir que f :A X ^ tK 3 /f(t)= \f¡(t);f 2 (4'/ 3 (01 y 

g ■ A -> / ¿(0 = bi {*); g 2 {*);gi (í)] • 


h : A -»9Í 3 / h (t ) = f(t ) a g(t) = (f 2 .g 3 - f .g 2 ; f .g¡ - f .g 3 ; f ,g 2 - f .g x ) 
A=A¡ nA 2 . 


También se puede expresar a través del siguiente determinante 


7 Ag 


i j k 

f\ fi /3 


8\ gi gi 


(fi -g 3 - /3 -g 2 )í + (/3 -ífi - /1 -g 3 )7 +(/1 -g 2 - / 2 -áfi )*■ 


Ejemplo 


Dadas f : A¡ —> 9í 3 //(t) =í-;4í;5t . 
g : A 2 —> 9t 3 / g(t) = (t;2t;5). A 


A¡ =R.-{0} 


2 — 
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h{t) = f{t)*g{t) = 


i j k 


t 2t 5 


' 5^ 


- 4 1 5 1 

+ 

(N 

1 

* r) 

II 

( 1 ) 

5 t.t —.5 

j + 

( 1 

~.2t-4t.t 

t 


l t ) 


U ) 


5 1 -- 

V tj 


= (20t-\0t 2 )i 

A = E -{0}. 

Límite de una función vectorial 


j + (2-4t 2 )k 


Si ]:A^Aí"/ff)=\j\(t);f 2 (t);...;f n (t)l y t 0 es un punto de acumu- 
lación de su domino, entonces: 

l = lim f(t) = (/ 1 ;/ 2 ;/ 3 ;...;/„), donde /,. = li, n f¡(t) (l^ Í E n) 

t-*t Q 


Las propiedades y la definición de límite para funciones vectoriales se re- 
ducen a las propiedades y definición de sus componentes, que son fun- 
ciones escalares. 

E1 límite / existe si existen los límites de cada una de las funciones esca- 
lares. E1 límite de una función vectorial como vemos es un vector. 

Ejemplos 

a) f : A-^^K 2 / f(t)=(t 2 ;t' +5t-2), hallar lim f(t ) 

/->i 

lim ]{t) = (/im (f ); lim (t ' +5 1 — 2)1 = (l;4) 
t —\ t — t—J 

b) /: A —> 9Í 3 / f(t)=(j 1 -2 ;cost;t 2 ), hallar U m f(t) 

t —>0 

lim f(t) = \ Iim (t 2 -2); Um cos t; Um t" ] = (— 2;1;0) 
t —>0 \/—>0 t — t —>0 J 
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c) f ;A ^tf/f(t) = 

limf{t) = 


^ f — 1 in t 


t -1 sen(t - 1 ) 


; 2 t 


hallar üm f(t) 


/-> í 


r i 

lim - —;lim 


ln t 


/->i / — 1 /->i sen(t — l)’ / 


¡ lim ( 2 1) 


1 /1 ) 

lim (t + 1 ),'lim - 7 — 77 / lim (ft) = ( 2 ; 1 ; 2 ) 

/->1 /->1 cos[t — \) /->1 


Continuidad de una función vectorial 

f:A^ n /f(t)=\f x (t) ; f 2 (t);-;f n (t)], es continua en í 0 e A si 

lim f(t) = f(t 0 )- Una función es continua cn t 0 e A si lo son todas las 

t~>t 0 

funcioncs /,'!/) en t 0 . 

Ejemplos 


a ) f : A—>‘3i 2 / f(t) = 


cos t 

21 + 1;—-| es continua Vxg . 

t +1 


b) f: A—> 9Í 3 / f(t) = [t 2 - 2;cost;t), es continua V.ve' . 


c) f:A^/f(t) = 


f t 2 -1 3/ 


d ) f;A->tf/f(t) = ' 


t -1 / 2 -4 

f 2 5 sen t \ 
t;t ; - 

l t ) 

( 0 ; 0 ; 0 ) 


;2t 


es continua VxeR-{l;2; -2}. 

t* 0 
t = 0 


En t 0 = 0, vemos que el Um /(/) = (0;0;l), y que/( 0 ) = ( 0 ; 0 ; 0 ) , por lo tan- 

/—>0 

to la función no es continua en t 0 = 0 . 
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Derivada de una función vectorial 


Dada una función f : A —»9Í"//(/) = [/(/);/ 2 (/)/...;/„(/)], la derivada 
en t () g A, se expresa como / (/ ü ), se denomina gradiente o vector deri- 
vado y se define como el límite: 


/ ( t 0 )-lim 
f—>/ 0 


Kt)-Kt o) 

t~t 0 


si este límite existe. 


Si aplicamos la definición de derivada a cada una de las funciones escala- 
res, tenemos que: f\t)= \f '(í);/ 2 ’(0] 


Ejemplos 

a) / / ^4 —> //(?)= [r + 1/cos(2/)] 

/ (t) = [2?;—2.ye« (2/)] 


b) f /f{t) = [ln t;tg{5t);j2t\ 

/ (/)= -;5sec 2 (5t);—¡= 
f f2t j 


Punto ordinario o regular 

Se dice que un punto de la curva correspondiente a un valor t 0 interior al 
conjunto A es un punto ordinario si las derivadas de las funciones escala- 
res existen, son continuas en ese punto y al menos una es distinta de 0. 

Algebra de derivadas 

Las reglas de derivación de funciones escalares se extienden a las deriva- 
das de funciones vectoriales. Así: 


a) \f(t)± g(/)] =f'(t)±g(t) 


y t s Dom f n Dom g 
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b) [k.f{t)]=k.f\t) 

c) L f(t).g(t)\=f'(t).g(t)+f(t).g(t). f{t) es una función escalar. 

y t g Dom f n Dom g 

Demostración 

Lo demostramos para el caso de tres variables. 

Sea f(t) y g(t) = [x(t);y(t);z(t)] 

f(t).g(f) = f(t)[x(t); y(t); z(t)\ = (f(t).x(t); f(t).y(t); f(t).z(t)] 

[f(t)-g(t)] = I f(t)-x(t); f(t).y(t); f(t).z(t)] = 

= [f'(t)x(t) + f(t).x (t); f'(t).y(t) + f(t).y (t); f'(t).z(t) + f(t).z (?)] = 

= f'(t){x(t);y(t);z(t)]+f(t){x: (t);y'(t);z'(t^ f'(t).g(t)+f(t).g (t) 

d) [?Wg(0] =f (t\g(t)+f(t).g(t) 

Demostración 

Lo demostramos para el caso de tres variables. 

Sea 7 ( ? )=Ui( 0 ;li( 0 ; z i ( ? )] y g(t)=[x 2 (t);y 2 (t); z 2(t)] 
f(t)*g(t) = x x (t\x 2 (t)+y x (t).y 2 (t) + z l (t).z 2 (t) 

\f (t)'• g (0l''= k (t\ x 2 (t )+Li (t \y 2 (t)+ z 1 (t \ z 2 ( ? )] = 

= x x (t).x 2 (t)+x x (t).x 2 (t)+y x (t).y 2 (t)+y x (t).y 2 (t)+z x (t).z 2 (t)+z x (t).z 2 (t) = 

= [ x i (t);y\ (t\ z \ (tj\[ x i(t\y 2 (t\zi^W+Ui (0;li (t\ z \(01 h (t\y 2 (t \ z 2 (ol 
= f'(t)*g(t)+f(t)*g(t) 

Corolario: Si f(t) es un vector de módulo constante, entonces es per- 
pendicular a su vector derivado. 
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Demostración : si 


f{t) es constante, calculamos el producto escalar 


7(0* 7W= 7(47(0 


. cos 0 = 


7(0 


= k 


Derivando a ambos miembros queda: [0(0*7(0j = ^ 

[7(0]'*7(0+7(0*[7(0]'=o => 2.[/(o] *7(0=o 

Como [/(O] • 7(0 = 0, ambos vectores, el vector /(0 y su vector 
derivado, son perpendiculares. 

e) [7(0Ag(0¡ =7’(0Ag(0+7(0Ag(0 

Demostración 

[ 7 ( 0 A g( 0 ] ={fi-gs~ USii fyS\~ fvSv fi-gi- fi-Si) = 

= [(/ 2 -g 3 - /3 -Si ); (/3 -gi - /1 -g 3 ); (/ -g 2 - /2 -gi) ]= 

= [(/2 *g 3 + /2 - g 3 - /3’ ‘g 2 - / 3 ■-g)); (/) - gi + / 3 ■ -s'i - fi -gs-fvg's ); 

(/i’ *g 2 + /1 -g 2 - /2 -gi - /2 -gJ)]= 

= [(/2 *g 3 - / 3 ’ *g 2 ); (/ 3 -gi - /i’ ’g 3 ); (/’ - g 2 - /2 -gi)\+ 

[(/ -g 3 - / -g)); (/-áfi’ - / -g 3 ); (/’ -g 2 - / -gí)] 

=7’(0Ag(0+7(0Ag(0 


Ejemplo 


Calcular: a) [7(0* g(0¡ » b ) [?(0 A g(0] si 7( t) = (e‘;2t;-?)y 


f 

g(t)= Int^e" 1 ;- 
v t 
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f '(i)=(e‘; 2 ;o), g(t)= 


WvV 

Kt t 2 j 


a) =(e';2;0)* 


tj 


lnt;e '+(e';2t;-?>)•[-;-e ‘;—y 
\t t j 


£ 3 

— e *. Ivi t + 2e ; H- 1 H—— 

t r 


b) f'(t)Ag(t) = 


i j k 

e‘ 2 0 

Int e~‘ - 

t 


r\ t 

= —i ——j + (l — 2lnt).k 


f{t)Ag(t) = 


i J 

e' 21 

1 

- —e 
t 


-3 
t 2 


r 2 

— — — 3e~' 

\ 1 J 


' f 3 


l + 


V ' + + 


J-3Á- 


[?(0 A ¿(0] = (-3e ')i 


e' — te ? — 3 1 


' - (2 + 2 lnt).k 


Función vectorial diferenciable 

Una ñrnción /: ¿ -»9t" / f(t)= [f(t); f 2 (t); f(t);-; f n (t)\ es diferencia- 
ble en t 0 e A si es derivable en t 0 . 

Derivadas de orden n 

Las derivadas de orden n de una función vectorial se obtienen calculando 
las derivadas n-ésimas de cada una de las funciones escalares. 
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Si /: A—>3i 2 / f(t)=\t 2 +\; cos(lt^\ , f (t) = \2t;-2sen(2t)] 
f (t)= [2;-4cos(2/)], f (t)= \f);-'&sen{2t)\, y así sucesivamente. 

Integral de una funeión vectorial 

f:A^> 9t" /f(t) = \f x (t );/ 2 (t );...;/„(?)] es integrable si lo son f(t),f 2 (t), 
- >fn(t ), y su integral se calcula de la siguiente manera: 

b f b b b 

t\dt;...; [f(t 

a \a a a J 

Rigen para las funciones vectoriales las mismas propiedades de las inte- 
grales de funciones escalares. 

Ejemplos 




a) f: /f(t) = [f;lnt;f\ 

V t) 

3 ”3 3 3 i 

J ‘f(t).dt = j ‘f.dt; fnt.clt; j"-.c/í 
í Li i i 1 

= (20;3 ln3- 2,— Inf) 


-|3 


;(t.lnt — lnt]l 


Ji 


a ) f(t) = (e l ;2t;-3) 

1 /1 í 1 A 

J ‘f(t).dt = J 'e l .dt; flt.dt;...; J"(-3).c/t = Íe , ] 0 ;í 2 ] 0 ;-3í]j ) 


vo 

= (e- 1;1;—3) 
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Ejercicios propuestos 


1) Dadas las siguientes funciones vectoriales, resolver las operaciones in- 
dicadas. 


/: A —> 9Í 4 / f(t) = r + \;2t; 


1 


t -1 


; 3 1 + 2 


/:¿->9t//(f)=2f 


g:^-»9t 4 /g(f)=(-f 2 + 2;f + l;f-l;2f-2) 

a)(7 + g)(0 b) {f-g){t) c)(f»g)(t) d) (f.f)(t) 


2) Dadas las siguientes funciones vectoriales, calcular los límites en los 
puntos indicados. 


a )f :A -><tf/f(t) = 
b) f:A->K 2 /f(t) = 


sent 
V t 

f .3 


;t.!nt ;5t — 2 


, hallar Hm f(t) 


0 


f—3t + 2 1 — cos(t — l) 


f-1 




, hallar Jim f(t) 

t=> í 


3) Analizar intervalos de continuidad de 

a) f : A^Si 2 /f(t)=(j2t;yft^\) 

b ) f;A^/f(t)=(t + 2 ;arcsent;2t - 5) 

c) f : A—>Af //(:) = (8;V7'Vt) 

4) Dadas las siguientes funciones vectoriales, hallar sus respectivos gra- 
dientes. 

a) / :A^9í 2 //(t) = (e 3í ;Vr^T) 

b) /:A—>9t 3 / f(t) = (t' + 2t;arccost 3 ;lnt 2 ) 

c) f : A—>Sl 3 / f(t)= (-8t;4t;tg 3 (2t)) 

d) /: A -»9Í 3 //(0 = (t 3 -co^ (2t);e 3, ;t 2 -In t ) 
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5) Calcular /(*)• (?'(0 A 7'(0) si /(*) = (■5í;/ 2 ; 

6) Calcular: a) (/(?)• g(í))'. b) 

si /(?)= y g(í)= (t;-3t 2 ;t 2 ) 

v f ) 


;-cos 



Respuestas 


3;3í +1; 


l)a) (? + g)(0 = 

b) (?-g)(0 = 

c) (/•g)W = - í4+10í2 -l 

d) (/,/)(?) = 


t2 ~ 2t + 2 ;5t 


t -1 


„ t — t + 2t 

2t -\;t-\; - ;t + 4 

t -1 


6 9 1 ^ 

2t 3 + 2t;4t 2 ; - ;6t 2 +4t 

v í-1 

2) a) (l;0;—2), b) (ó;0) 


3) a) [!,+«), b) [-1,1], c) [0, + 00 ) 


4) a) V/ = / (í) = 3e 3 '; 


1 


2V7/T 




, b) V/ = 7'(í) = 


3r 


3r + 2,— ,_, 

VC7 >, 


c ) V/= /(,)= -8;-4=;6tg 2 (2l).sec 2 (2l) 

V 2y¡t 


d) v/ = /'(?) = í 3í 2 + 2se« {2t);3e 2l ;2t - - 
v C 

5) f(t)*[f(t) a/ (í))=(45r-lo).cos , (3í)-30í.s , e«(3í) 

6) a) [/(?)• g(í)] =30r+l b) [/(í)Ag(l)] =(3-9r;-4/;6l-12/) 
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Represtación gráfica de funciones vectoriales 
Las Curvas puntuales - Las Trayectorias 

Si /: \a; b\ —> 91" , con n > 1, es una función vectorial continua definida 
en el intervalo real cerrado [a;b] denominado intervalo paramétrico, se 
denomina curva C a su imagen. Ésta une, en el espacio /7-dimensional, 
los puntos f{a) y /'(//). Hstas curvas se dcnominan curvas pimtuales. 

Curvaplana : si n = 2, tenemos una curva plana incluida en el plano 2 . 

E1 conjunto de puntos ( x;y)= [x(/);>’(/)] del plano definen la gráfica de la 
curva. 

Curva alabeada : si n = 3, tenemos una curva alabeada incluida en el espacio 

T 3 . 

E1 conjunto de puntos (x;y;z)= [jc(/); j(/);z(/)] del espacio definen la gráfi- 
ca de la curva. 

Curva suave o regular: si la curva está asociada a una función vectorial 
con derivada continua y no nula en el intervalo. Es decir que el arco de 
curva está compuesto solamente de puntos ordinarios. 

Curva suave o regular por tramos: si es continua, con derivada continua 
y no nula con excepción de un número finito de puntos, que definen arcos 
en los cuales la curva es suave. 

Interesan en particular las curvas planas y las cun’as alabeadas. 

Ejemplos 

a) Si f : [l;4] —> / /(/) = (//1 + /), tenemos una curva en el plano l 2 que 

une los puntos (1;2) con (4;5). 

b) Si /; [l;4] —> //(/) = (/ 2 ,T + /;2/j, tenemos una curva en el espacio 

T: 3 que une los puntos (1 ;2;2) con (16;5;8). 


Funciones vectoriales 


161 


Clasificación 

Si / : \a;b\ —» 9Í" es una fiinción vectorial continua y C es la curva aso- 
ciada, ésta es: 

1 ) cerrada o f{a)=f(b). 

2 ) un arco o f(ct)*f(b). f(a) y f(b) son los extremos del arco. 

3) simple o / es inyectiva en ( a;b ). 

4) una cur\’a de Jordan oCes cerrada y simple. (cerrada y no se corta a 
sí misma). 



simple 



arco 



curva de Jordan 


Curvas en forma paramétrica 

Se conoce como parametrización a la representación de una curva o su- 
perficie como imagen de una función vectorial. 

Las curvas que son imagen de una función vectorial, quedan definidas en 
función de la variable o parámetro t, por eso se dice que están definidas 
en forma paramétrica. 
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Curvas planas o curvas en Si 1 

La fünción vectorial f: [a;b\ —> 9Í 2 / f{t) = \x(t);y(t)\ en su forma para- 
íx = x(t) , s / \ 

métrica cs -! , ., donde x\t ) e y\t ) son funciones continuas definidas 

[y = yv) 

en un intervalo paramétrico [a;b]. a<t<b. 

A cada valor de t le corresponde una par (x;v) que define un punto del pla- 
no. Este conjunto de pares (x;y) define una curva C en 9v 2 que es la imagen 
de la función vectorial. 

f(t o)=(*„; y 0 ) = p o» f(h )=( x c Li)= p i, • • •. /' (f )=( x „; y n )= p n 

Eliminando t en las ecuaciones paramétricas obtenemos una ecuación en x 
e y, que es la ecuación cartesiana de la curva. 


Ejemplos 

a) /: [- 2/2] -> 9Í 2 / f(t) = (t + 2;t 2 +1 ) 


en su forma paramétrica es 


x = t + 2 
y = f +1 


Para representarla gráficamente efectuamos una tabla de valores dando a t 
valores en el intervalo paramétrico. 


Observamos el sentido en que se va generando la curva a medida que t 
toma valores crecientes dentro del intervalo 
paramétrico. En este caso vemos que lo 
hace en sentido positivo o antihorario. 


t 

X 

y 

-2 

0 

5 

-1 

í 

2 

0 

2 

1 

1 

3 

2 

2 

4 

5 
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Si despejamos t de la primera ecuación y reemplazamos en la segunda, 
tenemos que y = (x — 2) 2 +1 =x 2 -4x + 5, que es la ecuación cartesiana 
de una parábola. 


b) ecuación paramétrica de la circunferencia 


/: [0;2tt ] —> 2 / f(t ) = 
en su forma paramétrica 


t 

X 

v 

0 

r 

0 

7t/2 

0 

r 

Jt 

- r 

0 

3JI/2 

0 

- r 

2ti 

r 

0 



Si elevamos al cuadrado ambas ecuaciones y sumamos, tenemos: 
x 2 + y 2 =r 2 , que es la ecuación cartesiana de la circunferencia de centro 
en el origen y radio r. La curva es recorrida en sentido positivo o antiho- 
rario. 

En este caso tenemos una curva plana de Jordan. 

Las trayectorias 

Se denomina trayectoria a toda fimción vectorial continua de la fonna 
f : \a; b\ —> 91", con n > 1. 

Si n = 2, la trayectoria está en 9Í 2 y si n = 3, está en 9/ . 

Dos o más funciones pueden tener el mismo conjunto imagen, es decir la 
misma curva, pero sus trayectorias pueden ser diferentes. 

La misma curva se puede generar en distintos sentidos y/o velocidades. 
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Ejemplo 

Consideremos las funciones / : [0/2tt] —> 9Í 2 / f x {t) = (2.cost;2.sent) y 

/ 2 :[O;2^]^9í 2 //(0 = (2 ,cost;-2.sent). Tienen como imagen la misma 
curva que es la circunferencia con centro en el origen de coordenadas y 
radio 2, pero en el primer caso la curva es recorrida en sentido positivo o 
antihorario y en el segundo caso es recorrida en sentido horario o negativo. 

Dos funciones vectoriales a las cuales les corresponde la misma curva 
pero distinta trayectoria se denominan equivalentes. 

Si las trayectorias son opuestas son opuestamente equivalentes. 

Ejemplo 


Veamos las tablas de valores correspondientes a / y a / 2 

7 / 2 


t 

X 

y 

0 

2 

0 

Jt/2 

0 

2 

7t 

-2 

0 

3ti/2 

0 

-2 

27t 

2 

0 


t 

X 

y 

0 

2 

0 

Jt/2 

0 

-2 

7t 

-2 

0 

3Jt/2 

0 

2 

27t 

2 

0 
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Curvas alabeadas o curvas en 9Í 3 


La función vectorial f: \a;b\ —» 9Í 3 / f(t) = \x(t); y(t); z(t^[ en su forma pa- 
x = x(t) 

ramétrica es < y = y(t), donde x(t),y(t) y z(t) son funciones continuas 
z = z(t) 

definidas enun intervalo [a;b]. a<t<b. 


Las ecuaciones anteriores se denominan ecuaciones paramétricas de la 
curva C. 

A cada valor de t le corresponde una tema (x;y;z) que define un punto del 
espacio. Este conjunto de temas (x;y;z), por haber una sola variable inde- 

pendiente (/), define una curva C en 9L’ que es la imagen de la función vec- 
torial. 

f (ío) = {x 0 ; y 0 ; Z 0 ) = ¥ 0 , f (t,)= (x i; y v -Zi) = ?!,...,f (t n ) = (x„; y n ;z n )= P n 


Eliminando t en las ecuaciones paramétricas obtenemos dos ecuaciones 
en x, y, z. Estas ecuaciones reciben el nombre de ecuaciones cartesianas 
de C. Cada ecuación cartesiana es la ecuación de una superficie y la curva 
C es la intersección de ambas superficies. Las ecuaciones de cualesquiera 
dos superficies que contienen a C pueden tomarse como las ecuaciones 
cartesianas que definen a C. 



La curva alabeada es la intersección del plano z = 2 con el superficie y = x . 
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b) /[o,-y] —> 9l 3 / f(t) = [2cos t;2 sen t;2(cos t + sen /)] 


x = 2 cos t 
< y = 2 sen t 
z = 2 (cost + sent) 


La curva es la intersección de las superfícies: x + v 2 = 4 y z = x + y . 
c) /; [O;- 5 /] —>/ f(t)=(acost;bsent;t) 


(0. 

t = 3f 


La curva que se genera en este caso se denomina hélice y lo hace dentro 

2 2 

X V 

del cilindro —— + = 1. Esta curva es una curva alabeada y es un arco. 

2 7 2 J 

a b 

La curva es la intersección de las superfícies: x = acos z y y = bsenz . 


t 

X 

y 

z 

0 

a 

0 

0 

7t/2 

0 

b 

n/2 

7t 

-a 

0 

n 

371/2 

0 

-b 

37t/2 

271 

a 

0 

271 

5n/2 

0 

b 

5n/2 



t 

X 

y 

z 

0 

2 

0 

2 

7t/4 


4~2 

2V2 

n/2 

0 

2 

2 
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d)f:[-l;l\^X 3 /f{t) = (t;t 2 ;t 3 ) 


La curva es la intersección de las superfí 
cies: y = x 2 y z = x 3 . 

Vemos que es una curva alabeada simple y es un arco. 

Vector derivado - vector tangente 

Ya hemos definido como vector derivado al que se obtiene de derivar una 
función vectorial. E1 vector derivado es tangente a la curva cn t = t {) o cn P 0 . 

En 9í 2 : /: [a; b\ -+■ 91 2 / f(t) = [x(t); y(t)\ , en t= t a _ P 0 = (x 0 ;y 0 ). 

V(P ü) = f'(t 0 )=[x(t 0 );y(tj\ 

Ejemplos 

a) f(t) = (t 2 + 2;-t 2 + 1), en t 0 = 2. P 0 = /( 2) = (6; -2) 
f'(t) = (2t;-2t + l) =+ v í (P 0 ) = /'(2)=(4;-3) 


t 

X 

y 

Z 

-1 

-í 

í 

í 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

í 

í 



b) f(t) = í 4At;— + 2t 1, en P 0 = (2; 4). Si P 0 = (2; 4), t 0 =\ 


\ t 
í o 


f(t)= 


.V47 ; "r +2 


v,(P„) = 7(i) = (i;0) 
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En 9í 3 : 


/: [a; b\ -> 9i 3 / f(t) = [x{t); y{t); z{t)\ , en t = í 0 , P 0 = (x 0 ;v 0 ;zo). 

v, ( p 0 )=7'( ? o)= [x' (t 0 )/ y (t 0 ); z' (t 0 )] 

Ejemplo 

f{t)=[t 2 + 2;-t 2 ;2t), en ? 0 =1. P„ = 7(l)= (3;-1;2) 
f'{t) = {2t;-2t + 2) => v, (P 0 ) = 7 (l) = (2;-2;2) 


Punto singular 

Es aquel en el cual el punto no admite vector tangente o éste es nulo. 

Otra definición de curva suave 

Una curva C asociada a una trayectoria es suave si V/e Dom f , vft) + 0. 
Representación gráfica 




z 

En 9 í 2 : y 

‘ WU En 9 í 3 : 

m 




)’o 

-tT 

i 

• 

• 

• 

• 

• 

! y 


-V 0 X 



Rectas tangentey normal a una curva plana 

Dada una curva asociada a una fimción vcctorial J{f) 
derivable en f{t 0 )= P 0 , con v,(P 0 ) + 0 , se denomina 
recta tangente en P 0 a la recta que pasa por P 0 y es 
paralelaa v,( p o)- 
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Si consideramos un punto cualquiera de la recta P = (x;y), el vector P 0 P 
es paralelo a v, (P 0 ), por lo tanto P 0 P = A.v, (P 0 ), Xe di. 

Desarrollando esta igualdad queda: (x - ,r 0 ;>-■ - v 0 ) = A.[x t (t 0 ); y t (? 0 )] . 
Esta igualdad se puede expresar como 

(x;y) = (x 0 ; y (l ) + (t 0 ); y t (t 0 )] ecuación vectorial 

\x = * 0 + A.x t (t 0 ) 

Igualando las componentes obtenemos: ! 

[y = y 0 + A.y,(t 0 ) 

que son las ecuaciones cartesianas paramétricas. 

Si eliminamos el parámetro k, tenemos la ecuación simétrica. 


x ~x 0 _ y,-y 0 

X W) y'(t o) 


y t 


y(t o) 

*’(fo) 


(x-x 0 )+y 0 


x ( r o ) ^ 0 


Para cada valor de A, se obtiene un punto de la recta. 


Recta normal: y n = 


x (t 0 ) 

y(t 0 ) 


( x ~ x o 


) + >/> 


y (t 0 )+t) 


Ejemplo: consideramos la función /; [- 2;l\ —> 9í 2 / f(t) = (/ + 2;f +1), 
cuya gráfica ya analizamos en la página 162 y calculamos las ecuacio- 
nes de la recta tangente y de la recta normal en /(l). /(l) = ( 3 ; 2 )= P 0 . 
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Recta tangente a una curva alabeada 

Haciendo un razonamiento similar al hecho para 
el caso de una curva plana, obtenemos las distin- 
tas ecuaciones de la recta tangente a una curva 
alabeada. 

Consideramos un punto cualquiera de la recta 
P = (x;y;z), el vector P 0 P es paralelo a v ( (P 0 ), 

por lo tanto P G P = A.v t (P 0 ), Xs 9Í. 



Desarrollando esta igualdad queda: 

(x-x 0 ;y-y 0 ;z-z 0 ) = A.[x' t (t 0 ); y' t (t 0 ); z' t (t 0 )] 

Esta igualdad se puede expresar como 

(x;y;z)=(x 0 ;y 0 ;z 0 )+ A.[x t (t 0 ); y, (t 0 );z t (t 0 )] ecuación vectorial 


Igualando las componentes obtenemos: 


x = x 0 + A.x t (t 0 ) 
y = y 0 + A.y r (t 0 ) 
z = z 0 +A.z' t (t 0 ) 

que son las ecuaciones cartesianas paramétricas. 

Si eliminamos el parámetro A, tenemos las ecuaciones simétricas. 


n (P o): 


x-x 0 _ y-y Q _ z-z 0 


x'fro) y'(t o) z ( l o) 

Ejemplo: f(t)= (2t 3 ;2t;-í 3 ), para h=\, f( l) = (2;2;-l) =P 0 

f'(t)=v t (t)=(6t 2 ;2;-3t 2 ) => v,(l) = (6;2;-3) 
ecuación vectorial : (x; y;z)= (2;2;—l) + A.(6 ;2;—3) 
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Para cada valor de X se obtiene un punto de la recta. 

, x — 2 y — 2 z + 1 

ecuaciones simetncas : r, (P 0 ) -= --=- 

6 2 -3 

Interpretación física : si la función /(/) se asocia con el movimiento de 
una partícula sobre la curva C donde t es el tiempo, el vector derivado 
/ (/) indica la velocidad de la partícula en cada instante /. 

Plano normal a una curva alabeada 

La recta perpendicular a la recta tangente es la 
recta normal. En el espacio hay infinitas rectas 
normales que determinan un plano normal a la 

curva /(/) en 7(^o ) = p o y es perpendicular a la 
recta tangente que pasa por P 0 . Lo designamos 
como 7T n . 

Ecuación 

Si consideramos un punto genérico P = (x;y;z) del plano n n , tenemos que 
los vectores P 0 P y v,(P 0 ) son perpendiculares. 

( p o) * ( x ~ x o > L ~ Lo' z - z o) = 0 

Por lo tanto 

[x'(/„);y (/„); z'(/„)}• {x-x 0 ;y -y 0 ;z - z 0 )= 0 

Desarrollando el producto escalar tenemos la ecuación cartesiana del pla- 
non n . 

Ejemplo 

Sea /(/) = \2t 3 +1;/ 2 + t;-t 2 ), hallar la ecuación de la recta tangente y del 
plano normal en el punto P 0 = (3;2; -1). 
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Si P 0 = (3;2; -1), t 0 = 1, f {t) = (6t 2 ;2t + l;-2t) => v,(P 0 ):= (6;3;-2) 

• - ■ 7r ._..x-3y-2z + l 

ecuaciones simetncas ae ta recta taneente: r, (r 0 ): -= J -=- 

6 3-2 

71 n (P 0 ): (6;3;-2)• (x - 3;_y - 2;z +1) = 0 => 6(x - 3) + 3(_y - 2)- 2(z +1) = 0 
;r„(P 0 ): 6x + 3j-2z-26 = 0 

Problema clásico del escape de la tangente 

E1 tema consiste en determinar la posición de una partícula cuando aban- 
dona una trayectoria en dirección de la recta tangente. 

Ejemplo 

Una partícula se mueve sobre la curva f{t) = (t;t 2 ;t 3 ) donde t representa 

el tiempo. A1 cabo de 5 segundos se encuentra en /(5) = (5;25;125). En 
ese momento la partícula continúa siguiendo la trayectoria de la recta tan- 
gente. 

a) ¿Dónde se encontrará la partícula cuando t = 9? 

b) ¿Cuál sería la posición cuando t = 9 si se hubiese mantenido sobre la 
trayectoria? 

a) buscamos la recta tangente en t = 5, cuando abandona la trayectoria 

v t {t) = f'{t) = (l;2t;3t 2 ) => v,(5) = (l;10;75) 
ecuación vectorial de la recta tangente 
r, (Po): {x;y;z) = f{X) = (5;25;125)+ A.(l;10;75) 

Evaluamos para X=4, que es tiempo transcurrido desde que abandona la 
trayectoria. /( 4 ) = (5;25;125)+4.(l;10;75)= (9;65;425). 

b) /(9) = (9;81;729) 
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Ejercicios Propuestos 

1) Dadas las siguientes curvas planas, hallar las ecuaciones de las rectas 
tangente y normal en el punto considerado. 

a) f(t) = (r +1; t - 3), P 0 = (2; -2) b) f{t) = (t.e‘;e‘), P 0 = (e; e) 
c) f(t) = (sen t;ft + 1), t 0 = 0 d) f(t) = (tg t;2t) , í 0 = 0 

e) f(t)=(cost;sen t), t 0 = ^ 

2) Dadas las siguientes curvas alabeadas, hallar la ecuación de la recta 
tangente y del plano normal en el punto considerado. 

a) f(t) = (t + \;f;-4t), P 0 = (5;16; -2) b) f(t)= (t.e‘;e';t), t 0 = 0 

c) f(t) = \ft;2>t 2 ;f), t 0 = 1 d) f(t) = (cost;sent;t), t = J fy 

f )f(t) = (t-2;3f-í;2f) don- 
de la curva corta al plano yz 


e) f(t) = (e 3 ‘;e~ 3t ;3t), P 0 = (1;1;0) 
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Respuestas 


1) a)r,: ^^ = y, + 2, y t =j~ 3 , y n =~2x + 2 

X — é? X 6 

b) r,\ - =y,—e, y,= - + -, y n =-2x + 3e 

, y. — 1 x , „ 

e) r,\ x = ——, y,=- + l, y„=-2x + l 


d) r,\ x = , y t =2x, y n = ~x 


e) r¡. 


-_V2/ 


-1 


‘ = V/ 


, y t =-x +42 


> x 


2) a) r,\ ^=y-^ = ^L, n„\ 4x + 32j-z„-534 = 0 

b) x = - 1 = z, ;r„: x + y + z„ -1 = 0 

Z' O 

c) --= --= z -1, K n \ 2x + 2y + z„ -19 = 0 


d) r,: 


X _V2/ v _V2/ 

-/ 7 -= r / = z ~r > K n '■ ~ V2x + yÍ2y + z 

_y¡2/ V2/ 4 

/2 /2 


e) r,\ x-l = -(y-l) = z, tt,, : x-_y + z„ = 0 
_y —11 _ z —16 


f) r¡\ x = - 


24 


n 

~4 


12 


n n \ x + 12 y + 24z„ =516 
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Campo Vectorial 

Un campo vectorial 1 es una función que transforma un punto de ' " (x) 2 
en un vector de R m . 

f:Ac3Í" ^9í" , /7(x)=[/ 1 (f);/ 2 (i);...;/ m (x)], donde las f¡(x) son 
campos escalares, es decir funciones que van de A,—> 'i, con A,c A n ,m> 2 
y n > 2. 

Las imágenes de puntos /i-dimcnsionalcs son vectores /w-dimensionales o 
/H-upIas. Tenemos n variables y m componentes. 

E1 dominio de / es la intersección de los dominios de las / . 

Ejemplos 

a ) / ■■ 9í 2 -> * 3 /f{x;y) = (x + y;y 2 - l;x 2 - y) 

/(2;-l) = (l;0;5), /(-l;3)=(2;8;-2) 

b) /: 91 1 —> 91 2 / f(x;y;z) = (x + 2 y — z;x 2 + yz) 
f( 2;l;l) = (3;5), 7(-l;l;2) = (-l;3) 

Derivada de un campo vectorial 

En este caso tenemos m funciones de n variables, por lo tanto hay mxn 
derivadas parciales, que son los elementos de una matriz de orden mxn 
que se denomina Matriz Jacobiana. 


1 Como ejemplos de campos vectoriales tenemos el campo de velocidades de un 
fluido en movimiento, el campo gravitatorio, el campo eléctrico o el campo mag- 
nético. 

2 (x)=(x l ;x 2 ;...;x n ) 
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Matriz Jacobiana 

Si f: AqW —> < K m / ]'{x)= [/¡(x);/ 2 (x);...;/ m (x)], la matriz jacobiana 
o de las derivadas parciales es la matriz formada por las mxn (número de 
funciones x número de variables) derivadas parciales de primer orden de 
las n fúnciones escalares componentes del campo vectorial. 



M, 



3x, 

dx 2 

dx n 


fv// 

d/ 2 

y 2 

d/ 2 


v / 2 

3x, 

dx 2 

dx n 

~ 

d fm 

dfm 

dfm 


V/ )V 

v 3xi 

dx 2 

dx n y 



Las filas son los gradientes de cada función componente del campo vec- 
torial. 


Notación 

La matriz jacobiana suele ser expresada también como 

Casos particulares 

a) Matriz jacobiana de un campo escalar 


d(x v x 2 . x „) 


Si /: A c / u = f{x) , la matriz jacobiana es 


Df = 






dx 


n J 


b) Matriz jacobiana de una función vectorial 

Si /: A c —> 5?'” / f(t)= \fi(t);f 2 (t );...;/ m (t)], lamatriz jacobiana es 
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Df = 


dt 

dt 

9/ m 


V dt J 


Ejemplos 

a) Si f: 9í 2 —> ív" / f(x) = (x 2 + y; y 3 + 2x;xy), la matriz jacobiana es 

'2x y ^ 

Df= 2 3 v 2 

'<y x , 

b) Si /: 9í — > 9í 2 / f(t)= (/ 2 +1;/ +2 1), la matriz jacobiana es 


Df = 


21 

v 3r +2j 


c) Si /: 9Í 3 —> / f(x) = 4x 2 y + z 3 , la matriz jacobiana es 

Df = (8x_v 4x 2 3z 2 ) 


Campos vectoriales en 1 2 Y R 3 

Interesan en particular los campos vectoriales en E 2 y en R 3 . 

Campos vectoriales en 2 

Un campo vectorial en V 2 o campo vectorial en elplano es un campo vec- 
torial dc A c:9i 2 —>9Í 2 . Aun punto del plano le asigna como imagen un 
vector de dimensión 2. Se expresa por lo general como: 


f:A^ 2 -+9 X 2 /f(x;y) = [p(x;y);Q(x;y)]=P(x;y)r + Q(x;y)j 
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Representación: se acostumbra repre- 
sentar estos campos vectoriales dibu- 
jando en cada punto del dominio el 
vector imagen de x = (x;y) por / . 


Ejemplos 



a) /:9í"’—>9Í 2 / f{x;y)={2x — y;x+ y) = {2x — y)i +{x + y)j 


f{ 2;l)=(3;3), /(-1;2) = (-4;l) 


b) /;9Í 2 -+% 2 /f{x;y)=(x 2 +\;y-2x)= 



f{ l;l) = (2;-l), /(-l;l) = (2;3) 


Campos vectoriales en 3 



Un campo vectorial en F J o campo vectorial en el espacio es un campo 
vectorial deAc:91 3 —A un punto del espacio le asigna como ima- 
gen un vector de dimensión 3. Se lo expresa por lo general como: 


/;4c 91 3 —>91 3 / f{x;y;z)=[p{x;y;z);Q{x;y;z);R{x;y;z)\ = 

= P{x;y;z)i + Q{x; y; z)j + R{x; y; z)k 
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DlFERENCIAL DE UN CAMPO VECTORIAL 

Un campo vectorial f(x) es diferenciable si lo son las funciones esca- 
lares que lo componen. E1 diferencial de f(x) es otro campo vectorial 

cuyas componentes son los diferenciales de las componentes de f(x). Si 
el campo es diferenciable, como ya vimos para campos escalares, pode- 
mos usar el diferencial para aproximar linealmente una función. 

Veamos un ejemplo en R 2 

/: A c 9Í 2 -> 9Í 2 /f(x) = f(x;y) = [. P(x;y); Q(x;y )] 


df(x) = [dP(x;y);dQ(x;y)\ 


'dP 

v dx 


,dx + 


dP , dQ 
—.í/y; — 
dy ' dx 


,dx + 


dQ 

dy 


.dy 


(dP dP( 


'dP' 


dx 

dy 

' dx/ 

plQ, 


dQ 

dQ 

K dy, 


v dx dy y 
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Ejemplo 

/: 9Í 2 9Í 2 /f(x) = f(x;y) = ( xy; x 2 - y 2 ) 

- (y x ^ 

Calculamos D / = 

l2x —2 y 


' dP' 


fy x 

'dtx 


y.dx + x.dy 

AQ y 


v 2x ~2\y 

Ap 


2x.dx — 2 ydy y 


Veamos un ejemplo en R 3 

/: A c 9Í 3 —> 9Í 3 / f(x) = f(x;y;z)= \p(x; y;z ): Q(x;y;z ): R(x;y;z )] 

df(x)= \dP(x; y; z )/ dQ(x; y; z ); dR (x; y; z )] = 

dP , dP . dP . dQ . dQ . dQ . dR . dR . dR . 
— .dx H .dy H .dz;—.dx H .dy H .az :—.dx H ,a>' H .az 






0z rjx 




dy 


dz dx 


dy 


dz 


ÓP r)P dP 

dx dy r)z 

dQ dQ dQ 

r)x r)y r)z 

dR dR dR 

r)x r)y r)z j 


/dx'' 
dy 

ydZj 


Campo vectorial gradiente 


Los campos vectoriales se pueden construir a partir de campos escalares. 
Si U=f (xj/x 2 ;...;x„): —> 9Í es un campo escalar continuo y de- 

rivable, como ya hemos visto en el capítulo de derivadas, su función de- 
rivada se llama gradiente, y se denota como V U = (f ;f ;...; f x ). 

Se obtiene así VU : Aci'R" —que es un campo vectorial continuo 
en A. Por lo tanto el gradiente de un campo escalar es un campo vectorial 
denominado campo vectoriai gradiente en . 
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f(x)= yu = (f' Xi ;f' Xi 


Ejemplos 

1) U = f(x;y) = x 2 +4xy , VU = (2x + 2y)i +4x j 

Por lo tanto se genera el campo vectorial gradiente f(x)= (2x + 2 v;4x). 

2) U = f(x;y;z) = x~ + 4xy + yz 2 , WU = (2x + 4 y)i + (4x + z 2 )j + 2yzk 

Por lo tanto se genera el campo vectorial f(x) = (2x + 4y/4x + z 2 ;2yz). 

Recíprocamente se dice que un campo vectorial continuo f(x) en Sl" es 
un campo vectorial gradiente si existe un cierto campo escalar 
U =f (xyx 2 ;...;x n ): A c:9Í" continuo yderivabletalque f(x)= VU. 

En este caso U es una función potencial para / y / es un campo potencial. 

Campo vectorial gradiente en I 2 

Consideramos un campo vectorial en el plano. 

/: A c= 9Í 2 -> 9? 2 /f(x) = f(x;y) = [P(x;y); Q(x;y )] = VU . 

Vamos a ver las condiciones que deben cumplirse para que f(x) sea un 
campo vectorial gradiente. 

Propiedad 

Si f(x) = [P(x;y);Q(x;yy[ es un campo vectorial gradiente donde P y Q 
son funciones continuas y derivables en un conjunto D (abierto y cone- 
xo 3 ), entonces se verifica que P y = Q x . 


3 Ver página 10. 
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Demostración 

Para que f(x) sea un campo vectorial gradiente debe existir un campo 
escalar U = f(x; y); A c9í 2 —>9Í/ VU = [u x ; U y ) = [p(x; y); Q(x; >’)]. 

Es decir que U X =P y U =Q. Si calculamos las derivadas segundas 
cruzadas obtenemos: U ' xy = P v y U" = Q x => P y = Q x (por Teorema de 

Schwarz), igualdad que debe verificarse para que el campo vectorial sea 
vectorial gradiente y que se conoce como condición de simetría. 

Cálculo de la función potencial U (x;y) 

Una vez que hemos verificado que existe U=f (x;y), debemos calcularla. 
Como = P(x; y) => U(x; y)= | P(x; y).dx = F(x; y) + a(y) (l) 

La constante de integración se puede expresar como una función de y 
porque estamos integrando según la variable x. 

Pero además 

^- = Q(x;y) => U(x;y)= ^Q(x; y).dy = F(x; y) +/3(x) (2) 

Ambas integrales deben ser iguales, por lo tanto pueden diferir solo en 
una constante. 

Por lo tanto U (x;y) se obtiene comparando las ecuaciones (1) y (2); 

U (x;y)= F(x; y)+ a(x) + j3(y)+ C 

Sumando a la expresión obtenida una constante numérica C, tenemos las 
infinitas funciones potenciales que generan el campo vectorial f(x). 
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Ejemplo 

Dado el campo vectorial /(x)=(2x 3 + y;x + 2y 2 ), primero verificamos 
la condición para que sea vectorial gradiente: P Y = 1 = Q X . 


Ahora debemos encontrar el campo escalar U=f (x;y), es decir la fimción 
potencial. 

4 

U (x; y) = j"(2x 3 + y)dx = + yx + a(y) 

U(x;y)= |(x + 2y : ).dy = xy + —+ /3(x) 


Si comparamos las dos integrales, que como vimos deben ser iguales, 

2v 3 

vemos que la función dc y que figura en la 1° integral es —— que apare- 


ce en la 2° integral y que la función de x que aparece en la 2° integral es 

X 4 Y 4 2v 3 

— , que aparece en la 1 ° integral. u(x; y) = xy + — + —+ C . 


Propiedad recíproca: si un campo vectorial f(x) = \P(x;y);Q(x;y)\ es 
continuo en un conjunto abierto y conexo y verifica que P v = Q x , enton- 
ces es un campo vectorial gradiente. 

Ejemplo 

f(x) = {j>x 2 y;x : +3 y 2 ), P y =3x 2 =Q X , por lo tanto el campo vectorial 
es un campo vectorial gradiente. 

Campo vectorial gradiente en E 3 

Consideramos un campo vectorial en el espacio. 

/: Ac9/ -+9 X 3 /f(x) = f(x;y;z)=[p(x;y;z);Q(x;y;z);R(x;y;z)] 
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Vamos a ver las condiciones que deben cumplirse para que f(x) sea un 
campo vectorial gradiente. 

Propiedad 

Si / (x; y;z)= [p(x; y; z ); Q(x; y; z ); R (x ;y;z)] es un campo vectorial gra- 
diente donde P, Q y R son funciones continuas y derivables en un conjun- 
to D (abierto y conexo 4 ), entonces debe verificarse la igualdad entre las 

... . . dR dQ dP dR dQ dP 

siguientes denvadas parciales: — =-; — = —;-= —. 

dy dz dz dx dx r)y 

Esta propiedad la demostraremos más adelante. Luego planteare- 
mos otra forma de verificar si un campo vectorial en 1 3 es un campo 
vectorial gradiente. 

Ejemplo 

f(x) = (2 xy;x 2 + z 2 ;2yz) 

Verificamos la igualdad de las derivadas: 

M = 2z = ^;^ = 0 = ^;^ = 2x = ^ 

dy dz r)z r)x r)x r)y 

Entonces el campo vectorial f(x) es un campo vectorial gradiente y por 
lo tanto existe función potencial U (x;y;z). 

Cálculo de la función potencial V (x;y;z) 

Una vez que hemos verificado que existe U = (x;y;z), debemos calcularla. 
Siguiendo un razonamiento análogo al seguido para el cálculo de la fun- 
ción potencial en 9i 2 tenemos que: 


4 Ver página 10. 
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U (x; y;z)= J P(x; y; z).dx = F(x; y; z) + a(y; z) (l ) 
ü(x; y; z)= jQ(x;y;z).dy = F(x; y;z) + /3(x;z) ( 2 ) 
U(x;y;z) = jR(x; y; z).dz = F(x;y;z)+ y(x;y) (3) 


Las tres integrales deben ser iguales, por lo tanto pueden diferir solo en 
una constante. 

La función U (x;y;z) se obtiene comparando las ecuaciones (1), (2) y (3). 

U (x; y;z)= F(x; y; z) + a(y;z)+fü(x; z) + y(x; y) + C 
Continuamos con el ejemplo anterior. 

U(x; y; z)= jp(x; y; z).dx = jlxv.dx = x 2 y + a(v;z) (l) 



( 2 ) 

(3) 


Comparando las 3 integrales tenemos que: U(x;y; z) = x 2 y + z 2 y + C 


Campo vectorial conservativo 5 

Un campo vectorial es conservativo si es un campo vectorial gradiente. 
Este es un concepto más vinculado a la Física que a la Matemática. 


5 En Física se ve que campos vectoriales como los gravitacionales, los magnéti- 
cos o los eléctricos son conservativos y el nombre se debe a que conservan la 
energía. 
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Otras aplicaciones del Operador de Hamilton 


Ya hemos visto en la página 97 el Operador de Hamilton y su uso para 
calcular el vector gradiente. Veremos ahora otras aplicaciones del opera- 
dor V . 

Rotor de un campo vectorial 6 


Dado un campo vectorial / con derivadas parciales continuas se define 
como rotor o rotacional del campo vectorial al campo vectorial definido 
por el producto vectorial entre V y / . rot f = V a / . 


E1 rotor le hace corresponder a un campo vectorial otro campo vectorial. 

En el plano 

Si f{x) = [p{x;y);Q{x;y% rotf = VAf = 


i 

./ 

k 


fdQ 

73 

d 

3 

d 


dx 

dv 

dz 


v dx 

dvj 

P 

Q 

0 





Ejemplo 

Si f{x) = [ix z y;—2xy i ) 

rot / = V a / = 

En el espacio 


jL ± ± = (_ 2 /-3x z )k 


dx dy dz 
3 x 1 y — 2 xy 3 0 


Dado en un campo vectorial / definido en con derivadas parciales 
continuas: f(x) = [p(x; y;z); Q(x; y;z); R(x; y;z)], 


6 Rotor o rotacional: mide la tendencia de un campo vectorial a rotar alrededor de 
un punto. 
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rotf = V a/ = 


i 

d_ 

dx 

P 


j 

d_ 

dy 

Q 


k 

d_ 

dz 

R 


Ejemplo 


'dR 

,dy 


dQ 

dz 


i + 


'dP 

y d z 



'*Q 

v dx 


dP' 

dy y 


k 


f: Arz, 9Í 3 — >9Í 3 / f(x) = f(x;y;z)= (lx 2 — y;—xy + 2z;x +3y 2 —2 z 2 ) 


rot / = V a / = 


i / k 

d d d 

r)x dy r)z 

2x 2 —y —xy + 2z x + 3 y 2 —2z ¿ 


= (6y-2)i +(0-\)j + (-y-\)k = (6y-2)i-j + (-y-\)k 

Cainpo vectorial irrotacional 7 


Un campo vectorial es irrotacional en un pnnto si en el mismo el rotor es 
el vector nulo. Si esto se verifica para todo punto en el que está defínido el 
campo, entonces se dice que el campo vectorial es irrotacional. 


Ejemplo 


f(x) = f(x;y;z) = (2 xy;x 2 + 2 yz; y 2 ) 


rotf = 


i 

d_ 

dx 


2 xy 


j k 

d_ d_ 

r)y r)z 

x 2 + 2 yz y 2 


(2 y — 2 y)i + Oj + (2x — 2 x)k = 0 


7 Si el campo vectorial es un campo de velocidades de un fluido en movimiento, 
significa que no hay rotación alrededor de ese punto, no se forman remolinos. Si 
tenemos una pileta con agua y se saca el tapón, vemos que alrededor del sumide- 
ro se forma un “remolino”. En ese punto el campo no es irrotacional. 
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En este caso el campo vectorial es irrotacional para todos los puntos del 
mismo. 

DlVERGENCIA DE UN CAMPO VECTORIAL 8 

Dado un campo vectorial f , se define como divergencia del campo vec- 
torial a la función escalar definida por el producto escalar entre V y / . 


divf = V./. 


En el plano 


f d_^ 
ydx dy j 


Si f(x) = [p(x;y);Q(x;y)\, divf = V»f = 

Ejemplo 

Si ]{x)= (3x 2 y;—2xy 3 ) 

div f = V • / = • (3x 2 y;-2xy 3 )= 6xy - 6xy 2 


’(P.'8)=j-+*¡r 
ox oy 


dx dy 

En el espacio 

Si ]{x)= [P{x; y; z ); Q{x; y; z);R{x; y; z)\, 


div f = V./ = 


f d d 


v ^ ; dx dy dz 


y dx dy dz 

La divergencia le hace corresponder a un campo vectorial un campo escalar. 


Si el campo vectorial es un campo de velocidades que representa la velocidad 
de un flujo de partículas en movimiento, la divergencia mide la cantidad de flui- 
do, medida en volumen, que se “crea o destruye” por unidad de volumen y por 
unidad de tiempo. Por ejemplo, si la divergencia es 3, el líquido aumenta a razón 
de 3 unidades cúbicas por unidad de volumen y por unidad de tiempo. 
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Si /(*)= [P{x;y;z);Q(x;y;z);R(x;y;zj\, su matriz jacobiana 


es 


Df = 


dp 

dP 

dP 

dx 

dy 

dz 

dQ 

dQ 

dQ 

dx 

dy 

dz 

dR 

dR 

dR 

dx 

dy 

dz 


y por lo tanto la divergencia de / es igual a la traza de la matriz jacobiana. 
Ejemplo 

f(x;y;z)= ( xyz;x 2 + y 2 z 3 ;2xz), calculamos div /(— \;2;2) 

div f = V • / = í —; — ; — • ( xyz;x 2 + y 2 z 3 ;2xz) = yx + 2 yz 3 + 2x 
ydx dy dz J v 7 

div /(-1;2;2) = -2+32 + 4=34 


Campo vectorial solenoidal 9 

Un campo vectorial es solenoidal en un punto si en el mismo la divergen- 
cia es nula. Si esto se verifica para todo punto en el que está definido el 
campo, entonces se dice que el campo vectorial es solenoidal. 


9 La divergencia permite caracterizar aquellos puntos del campo en los cuales se 
“crea o destmye” la cantidad de fluido que pasa por ese punto. Si la divergencia 
es 0 quiere decir que la cantidad de partículas que entra se mantiene constante, 
por lo que es igual a la cantidad de fluido que sale. Si la divergencia es positiva 
quiere decir que en ese punto hay un manantial o fuente, la cantidad de fluido 
aumenta. Si la divergencia es negativa hay un sumidero, la cantidad de fluido en 
ese punto disminuye o se destruye. Por ejemplo, si por una tubería circula agua y 
en un punto interior a la misma hay una fuente de fuego (como una vela), en ese 
punto parte del agua se evapora, por lo tanto sale menos agua que la que entró, 
hay un sumidero. 
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~ f 1 

Ejemplo: f{x;y;z)= —cos(2x + 2y + 2z);sen 2 (x + y + z);xy 

v2 

9 9 9 


div f 


dx dy 9z 


— cos( 2x + 2 y + 2 z); sen 1 (x + y + z); xy 


: — sen (2x + 2 y + 2 z)+ sen Í2x + 2y + 2 z) + 0 = 0 


En este caso el campo es solenoidal para todos los puntos del mismo. 

Propiedades del rotor y la divergencia 


1 ) E¡ rotor del gradiente 

Si u = f(x;y;z) es un campo escalar con derivadas parciales segundas 
continuas en un conjunto D, entonces el rotor del vector gradiente de u 
es el vector nulo. Es decir que si un campo vectorial es conservativo en- 
tonces su rot es el vector nulo. 


Si u = f(x ;y;z) su gradiente es Vu = u x i + u v j + u z k . 
E1 campo vectorial gradiente es f(x) = u x i +u v j + u z k 


rot f ■ 


J 

9 


dx dy 9 z 


u, u , 


r 9 u z 9 u y A 

9 'y 9 z 


i + 


9 u x du z 
9 z dx 


j + 


r ^u y du^ 
dx dy 


k — 


= (ul -u" yz )j + (u" xz -u" zx )j + (u" -u" )k = 0 


Los paréntesis se anulan por el Teorema de Schwarz. 

Propiedad recíproca : Si el campo vectorial f : A c; 91’ —> 91' tiene deriva- 

das parciales continuas y el rotor es el vector nulo, entonces f es un cam- 
po vectorial gradiente o consen’ativo, es decir que es el rotor de un vector 
gradiente. 
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Conclusión: un campo vectorial es irrotacional sí y solo sí es conservativo 
y sí y solo sí es un campo vectorial gradiente. Son conceptos equivalentes. 

Por lo tanto otra forma de determinar si un campo vectorial es conserva- 
tivo o vectorial gradiente es calculando su rotor 

Condiciones que deben verificarse para ser un campo irrotacional 
'dQ dP' 


enelplano: rot f = 


en el espacio: rot f ■ 


r)x r)y 

dR_di2 

v dy óz 


f-o =* d S-Cf o 

dx 


l + 


dP _dR 
ydz dx I j 


dy 
v dx dy 


k = 0 


M = dQ'dP = dR'dQ = dP Q 

r)y r)z r)z r)x r)x r)y 

En O y © vemos que llegamos a las mismas condiciones a las que llega- 
mos cuando planteamos que un campo vectorial sea un campo vectorial 
gradiente (ver páginas 239, 240). 


2 ) Divergencia de un rotor 

Si f es un campo vectorial en cuyas componentes tienen derivadas 
parciales segundas continuas en un conjunto D, entonces la divergencia 
del rotor de f es nula. 


Sea f{x)=(P;Q;R) su rotor es: 

rot f = (R y -Q : )i + (p z -R x )j + (Q x -pXk 


La divergencia del rotor es: 


div (rot f) 


3_._a_.a_ 

r)x r)y r)z 


(/<.-a:)/+(p:-/<)./+(t+ p\)k 



Qzx + Pzy ~ R xy + Qxz ~ R yz~ 0 


^xy 


yz 
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En este caso el vector / se denomina potencial vector del rotor de f. 
Ejemplo: f = {x — z;x' + yz;—3xy 2 ) 


rot f ■ 


i j k 

d d d 

óx óy óz 

x - z x' +yz - 3 xy ¿ 


■ (- 6 xy - y)i + (-1 + 3 y 2 )/ + 3 x 2 k 


Calculamos ahora la divergencia del rotor: 


div (rot f ) : 


_a_._a_._a_ 

óx óy óz j 


(- 6 xy - y)i + (-1 + 3 y 2 )j + 3 x 2 k 


= - 6 y + 6 y + 0 = 0 

3) Todo campo vectorial se puede descomponer en la snma de un campo 
solenoidaly uno irrotacional. 


Laplaciano - La divergencia del gradiente 
a) de un cantpo escalar 

Si/es un campo escalar, la divergencia de su gradiente se indica simbó- 
licamente de la siguiente manera: div (V/) = V*(V/) = (V*V)/ = V 2 /. 

E1 operador V 2 se denomina operador laplaciano y también se lo repre- 
senta como A. 


Si/ es un campo escalar de dos variables tenemos: 


- v 2 /=v • (v/)= 


fd d) 


, óx óy y 

fóx dy y 


fxx fyy 
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Si/ es un campo escalar de tres variables tenemos: 


A/ = V 2 / = V • (V/) = 


9 9 9 


9x 9j 9z J ^9x 9j 9z 


5/.a/.5/ 


fxx ~^~ f VV ~^~ f zz 


Este operador representa un papel muy importante en muchas leyes físicas 
(la ecuación de calor, ecuación del potencial y la ecuación de las ondas). 

Ecuación de Laplace 


Es la ecuación diferencial que se obtiene igualando a 0 el operador lapla- 
ciano. A/ = V 2 / = 0 . 


Función armónica o cantpo armónico 10 

Si un campo escalar / tiene derivadas segundas continuas y verifica la 
ecuación de Laplace, entonces es un campo armónico. 


Ejemplo 

f{x;y) = ln[x 2 +y 2 ) 
2x 


fx 2 , 2 

x + y 


,, _ 2y 2 -2x 2 , _ 2 y . _ 2x 2 -2y 2 

J xx ~ / , , \2 •> J V — 2 . 2 ’ j W ~ 


(x 2 + y 2 f 


' y x 2 + y 2 


(x 2 +y 2 ) 2 


a/= v 2 /=/;+/;= ? r 2 t 2 + 2x2 2j (~ =o 


(x 2 + y 2 ) 2 (+ 2 +y 2 ) 2 


b) de un catttpo vectorial 

Si / es un campo vectorial, el laplaciano es igual a un vector cuyas com- 
ponentes son los laplacianos de cada campo escalar del campo vectorial. 


10 Las funciones armónicas tienen aplicaciones en física en el estudio de la trans- 
ferencia del calor, radiación electromagnética y la acústica. 
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En 9 i 2 

A/ = V 2 7 = (v 2 P;V 2 q) = (p\ x + p;; C/, + ^) 


En 9 Í 3 

v 2 7 =(v 2 ev w 2 q ; v 2 r)= (p; + p; +/;• 0;+ 0; + qí_;r" xx +p; + 

Ejemplos 



a ) 7(*;y)=(* 2 y; 2 * 2 y 2 ) 

= 2xa 3 , P xx =2y 3 , p' y = 3x 2 a 2 , P yy = 6x 2 v 
0 ; = 4x>’ 2 0.;=4y 2 , e;=4x 2 y Q vy = 4x 2 

A7 = V 2 7 = (2y 3 + 6x 2 y;4y 2 + 4x 2 ) 

b) ]\x;y;z) = (x +y 2 ;y 3 ;z 3 ) 

p'=3x 2 , p; = 6x, p;=2y, p; = 2 /= 0 , Pl = 0 

e;=o e;=o, e;= 3 y 2 , e;=6y, e;=o, e;=o 

=° = 0 5 <=o, i?;=o, p; = 3z 2 , p; = 6z 


a 7 = V 2 7 = (6x + 2;6y ;6z) 


Propiedad que vincula al laplaciano de un vector con el gradiente, la 
divergencia y el rotor 

Si un campo vectorial verifica que sus componentes tienen derivadas par- 
ciales mixtas de segundo orden continuas, entonces “el laplaciano de un 
campo vectorial es igual al gradiente de la divergencia menos e/ rotor 
del rotor 
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a/=v 2 7=v(v./)-va(va/) 

Ejemplo 

Dada f(x ;y;z) = (x 3 + y 2 ;y : \' z') , verifícamos lapropiedad. 
En el ejemplo anterior ya calculamos V 2 / = (óx + 2;6y;6z). 


Calculamos la divergencia de / . 


V • / = 


^9 9 9 ^ 


1 (x 3 + y 2 ;y 3 ;z 3 )=3x' +3 y 2 +3 z 2 , por lo 


^ dx dz y 

el gradiente de la divergencia es: 

v(3x 2 + 3y 2 + 3z 2 ) = (6x;6y;6z) 


tanto 


Ahora calculamos el rotor de / 


V A/ = 


i / k 

d d d 

dx dy r)z 

3 2 3 3 

x +y y z 


= -2yk , ahora nos falta el rotor del rotor. 


Va(Va7) = 


i i k 

9 9 9 

dx dv dz 

0 Ó -2y 


= —2i = (— 2;0;0) 


Entonces se verifica que: 

(6x;6y;6z)—(— 2/0/0) = (6x;6y;6z) + (2/0/0) = (óx + 2;6y;6z) 
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Síntesis de las operaciones en un campo vectorial 


• Gradiente : mide la tasa y la dirección del cambio en un campo esca- 
lar; el gradiente de un campo escalar es un campo vectorial. 

• Rotor o rotacionai: mide la tendencia de un campo vectorial a rotar 
alrededor de un punto; el rotor de un campo vectorial es otro campo 
vectorial. 

• Divergencia: mide la tendencia de un campo vectorial a originarse o 
converger hacia ciertos puntos; la divergencia de un campo vectorial 
es un campo escalar. 

• Laplaciano: relaciona el "promedio" de una propiedad en un punto del 
espacio con otra magnitud, es un operador diferencial de segundo or- 
den. 

Ecuaciones Paramétricas de una Superficie 

Veamos ahora otra forma de definir una superficie. Ya vimos que cuando 
un punto se mueve en el espacio con “dos grados de libertad”, el lugar 
geométrico que queda defínido es una superficie. 

Ya hemos visto que la imagen de una función vectorial continua del tipo: 
f: Z) cz 9Í —> 9C’ / f(t)= \x(t); y(t); z(t)] es una curva en el espacio 9b 5 . 

Veremos ahora que la imagen de un campo vectorial continuo del tipo 
/: D c 9Í 2 —> 9í 3 / f(u;v) = \x(u;v);y(u;v);z(u;v )] es una superficie S en 

el espacio 9Í 3 . A cada par ordenado (u:v) se le asigna como imagen un 
punto ( x;y;z ) de dicho espacio. Esta es la representación paramétrica de 
una superficie. 

S = {( x, y, z)e R 3 / ( x, y, z) = f(u;v) = [x(z i; v); y(u; v); z(u; v)] con ( u,v)e D) 

Podemos imaginar una superficie en 9C como la deformación de una 
malla rectangular. 
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A cada punto (w,v) sobre la malla rectangular le corresponde un punto 
P = (x,y,z) sobre la superficie, siendo 

x = x(u;v) 

\y = y(u;v) , con u e \u\ U 2 \ y v e [vi ; v 2 ] 
z = z(u;v) 

Estas ecuaciones se denominan ecuacionesparamétricas de la superficie. 
Ejemplos 

1) E1 plano coordenado xy de R 3 es imagen del campo vectorial 
/:R 2 —> R 3 / f(u;v) = (m/v/0). Las ecuaciones paramétricas son: 

x = u 

• y = v , con u e R y v e R 
z = 0 

2) E1 paraboloide circular es imagen del campo vectorial 

/: [0/+°°)x[0/2;r)c9í 2 —>9Í 3 / f(u;v) = [u.cosv;u.senv;u 2 ) 

Las ecuaciones paramétricas son: 
x = u.cosv 

< v = u.senv , con ue [0;+°°) y [0;2ji) 
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3) La esfera de radio r es imagen del campo vectorial 

/ : [0;;r]x[0;2/r)c9t 2 —>9t 3 / 

f(u;v) = ( r.cos u.cos v; r.cos u.sen v; r.sen n). 

Las ecuaciones paramétricas son: 

x = r.sen u.cosv 

< y = r.sen u.senv , con z/e [0 ;tt ] y vg [0;27i) 
z = r.cosu 


Ecuación del plano tangente 

La superficie es diferenciable si el campo / lo es. En este caso podemos 
obtener la ecuación del plano tangente de la siguiente manera. 

Si hacemos u = u 0 (u constante), obtenemos 
una función vectorial f que es función de v. 

A esta función la podemos considerar como 
/ : D c: 9Í —> 9Í 3 / / = f{u 0 ;v) cuya imagen 
es una curva C\ incluida en S. 

Un vector tangente a esta curva en el punto f (u 0 ; v 0 ) = (x 0 ; y 0 ; z 0 ) e R 3 es 

7v'( p o) = t7'> ; 7' z jl r 

K“o.' v o) 

De la misma forma, fijando constante a v (v = v 0 ), tenemos una función 
vectorial f 2 que es una f 2 (u). f 2 : D c —> 9Í 3 / f 2 = f 2 (u;v 0 ) cuya ima- 
gen también es una curva C 2 incluida en S. 
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Un vector tangente a esta curva en el punto /(w 0 ; v 0 ) = (x 0 ; v 0 ; z 0 ) g R es 
f'u^o)=\Xu;y«; z 'u)[ v 

K“o.' v o) 

La superficie parametrizada es suave si el producto vectorial entre ambos 
vectores no es nulo, /’ (P 0 )a/;(p 0 )^o". 

Si la superficie es suave admite plano tangente que denominamos 7i t . E1 
plano tangente a S en/(w 0 ;v 0 ) contiene a ambos vectores tangentes. Si 
tenemos en cuenta un vector (x-x 0 ;y-y 0 ;z-z 0 ) del plano tangente, la 

ecuación del mismo es: (/,(P 0 )a / v (P 0 )) • (v- x 0 ;y-y 0 ; z-z 0 ) = 0 , que 
se puede expresar como el siguiente determinante: 



x-x 0 

O 

1 

z-z 0 


n, : 

x '„ (w 0 ;v 0 ) 

y'u( u o' v o) 

Z u( U o/v 0 ) 

O 

II 


K( U 0’ V o) 

O 

o 

5S 

>■ 

o 

o 

5S 

> 



Vector normal a la superficie 

E1 vector que resulta del producto vectorial entre /, y f v es perpendicu- 
lar a ambos, y por lo tanto al plano tangente a la superficie S en 
/(w 0 ;v 0 ). Dicho vector es un vector normal a la superficie, lo designa- 


mos como v n 

= (vi;v 2 ;v 3 ) 

II 

> 



i 

j 

k 

II 

X 'u( U 0- V o) 

y'u( u oi v o) 

Z 'u ( U 0’' V 0 ) 


X 'A U 0’' V o) 

y'A u oi v 0 ) 

Z A U 0 ’' V o) 


11 Ambos vectores deben ser no nulos y linealmente independientes. 
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Recta normal 

Una ecuación de la recta normal en un punto Po= (xo^oí^o) e S cs: 

_m\. x ~ x o y~yo z ~ z o 

r n \yo)- ----- 

v, v 2 v 3 

Ejemplo 

f : 9Í 2 —>9t 3 / f(u;v) = {ii 2 v; u 3 - v;Au + 2v) en (w 0 ;v 0 ) = (l;2) 
(“ 0 /v 0 )= (l;2) => (x 0 ;>’ 0 ;z 0 ) = (2;-l;8) 

fu (P 0 ) = (2mv;3m 2 ;4)| (i 2) = (4;3;4), / V '(P 0 )= (« 2 ;-1;2 )| (i 2) = (l;-l;2) 


x — 2 y +1 z — 


7t t (P 0 ): 


4 3 4 

1 -1 2 


= 0 


6.(x-2)-4.(z-8) + 4.(v + l)-3.(z-8) + 4.(x-2)-8.(v + l) = 0 


n, (P 0 ): 10x-4y-7z-12 = 0 


u =£ a /;= 


* 7 
4 3 
1 -1 


k 

4 

2 


= 6/ — 4Á: + 4y + 4/ — 3& — 8y =10/ — 4 j — Ik 


r„ (P 0 ): 


x —2 j + 1 z — 8 

10 ~^4~~^T 


v„=(10;-4;-7) 
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Ejercicios propuestos 


1) Dados los siguientes campos vectoriales obtener las respectivas matri- 
ces jacobianas. Determinar conjunto A de continuidad de D f 


¿)f(x;y)={y+e x+y ;xy 2 ) 
C )f{x;y;z) = (ze*;-ye : ) 


e) f{x;y) 


XV 


2 . 2 
x +y 


b) f{x;y) = (x 2 + cosy;ye x ) 

d) f{x;y ) = (xe' + cos y;x;x + e y 


2) Dados los siguientes campos escalares obtener los correspondientes 
campos vectoriales gradientes 

a) f{x;y) = x 2 +5xy 2 b) f{x;y) = lnx 3 +5xy 2 -Jxy 

c) f{x; y; z) = z 2 x 3 + _ xyz 


3) Verificar si los siguientes campos vectoriales son o no campos vecto- 
riales gradientes. En caso de serlo determinar una función potencial. 


a ) f{x)=(^xy;2x 2 ) 
c) f{x)=(x 2 +y 2 ;~2xy) 

e) f{x)=(fxy;x 2 -y) 
g) f{x)= (y 2 + 2xy;2xy + x 2 ) 


0 f{x)=( 

k) f{x) = 


3 2 2 2 

x y z;x z;x y 


> 


—=;2z-l 

y y 


b) f{x) = (x 3 +y;x-y 2 ) 

d) f{x)= \e x seny;e x {cosy + 2)] 

f) f{x)=(ye*;l + xe^) 
h) f{x) = {9x;4y;—36z) 
j) f{x)=(e z y;e z x;e z xy) 

1) f{x) = (z 2 +1 ;2yz;2xz + y 2 ) 


m) f{x) = (z e x + e y ; x e y - e z ;—y e~ + e x ) 

n) f{x)= (2xcosy — 3 ;—x 2 seny — z 2 ;2 — 2yz ) 
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4) Dados los siguientes campos vectoriales obtener los correspondientes 
rotores y divergencias. Determinar si son irrotacionales o solenoidales. 

a) f(x) = f(x;y ) = (3x 2 - 2y 2 ;3 - 4xy) 

b) f(x) = f(x;y)=(ye x ;xe y ) 

c) f(x) = f(x;y;z)=(e x seny;—e x cosy; o) en x 0 =(0;0;3) 

d) f(x) = f(x;y;z) = [0;cos(xz);-sen(xy)] 

e) f(x) = f(x;y;z)=\sen(x-y);sen(y-z);sen(z-x)] 

f) f(x) = f(x;y;z)= ($z 3 ;3xz 2 ;4xy) en x 0 = (—1 ;2;0) 

g) f(x) = f(x;y;z)= (e 2x ;3x 2 yz;2y 2 z + x) 

i) f(x) = f(x;y;z) = (x 2 ;—(x + y);z 3 —senx) en x 0 = (0; 1 ;2) 


j) f(x) = f(x;y;z) = 


arc tg—;lnJ 

V 


x 2 +y 2 ; 1 


5) Determinar la constante “a” de manera tal que el campo vectorial sea 
solenoidal. 

a) f(x) = f(x;y;z)=(x + 3y;y — 2z;x + az) 

b) f(x) = f(x;y;z)=\axy—z 3 ;(a—2).x 2 ;(2 — a).xz 2 ) en x 0 =(l;l;l) 

6) Determinar una “a (x) ” de manera tal que el campo vectorial 
f(x) = f(x;y;z)=(fx 2 +y;senx + 3z;a) sea solenoidal. 

7) Hallar el rot (f a g), si f(x) = (l/2x;3 y) y g(x) = (x;-y;z) 

8) Dado f(x) = (xyz;y;z), hallar rot (rot f)= V a (v a /) 

9) Comprobar que el campo f(x)= (2x;y;- 3 z) es solenoidal. 


10) Comprobar que f(x) = 

y calcular una función potencial. 


xy; ~ + z - cos(yz); y. cos(yz) 


es irrotacional 
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11) Demuestre que cualquier campo vectorial donde f,gyh son funcio- 
nes derivables definido por f(x ) = [/'(x); g(y ); h(z)], es irrotacional. 

12) Hallar a, b y c para que el campo vectorial 

f(x)= (x + 2y + az;bx -3 y — z;4x + cy + 2z) sea irrotacional. 

13) Demostrar que la divergencia de f(x) = (e x seny;e x cosy;z) es 1. 

14) Hallar g(x) / f(x)=\x.y 2 ;y .g(x)] admita función potencial si 

/( 2 ; 1 ) = ( 2 ; 6 ). 

15) Calcular la divergencia de 

a) f(x) = (xe y ;z.seny;xy.lnz) en(-3;0;2) 

b) f(x)=(x 2 z;y 3 z 2 -x;xz 2 -y) en(l;2;-l) 

c) f(x)=(3x 2 ;5y 2 z;-xyz 3 ) en(l;-2; 1) 

d) f(x)= (i' + z 3 ;x 2 y 2 ;-xy 2 z) en (—1; 1; -1) 


16) Si r(x) = (x;y;z) y r(x;y;z) = |r|, a) calcular la divergencia de los 
siguientes campos vectoriales y determinar si son solenoidales: 


r r r 

i ) r , n) - , m) -z- , ív) —r 
r r r 


b)probarque: i) VA(r/) = i) ii) V(¡nr) = -'-j, iii) V| 


iv) V A 




\ r J 


= 0 


17) Verificar que las siguientes funciones son armónicas 

a ) f(x;y) = /n^Jx 2 +y 2 b) f(x;y) = e x seny +e y cosx 

c) f(x;y) = ln(x 2 +y 2 )+arc tg— d) f(x;y;z) = x 2 —y 2 +2z 

x 

1 


e) f(x; v;z) = 2x 2 + 3y 2 -5 1 


f) f(x;y;z) = 


í 


2 , 2,2 

x + y +z 


x 
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18) Calcular el laplaciano del campo f(x;y; z) = -Jlx 3 y 4 z en(-l;0;2). 


19) Demostrar que la función potencial escalar de un campo vectorial 
conservativo y solenoidal es una función armónica. 

20) Dado f(x) = (-x 3 +5xz;3y 3 +z 2 ;z 4 -3xv), demostrar que 

v 2 / = v(v./)-Va(va/) 


21) Determinarg(x) tal que f(x;y;z) = g(x)+ y 2 + z 2 sea un campo ar- 
mónico y que la superficie de nivel 1 de/pase por el origen de coor- 
denadas y por P 0 = (2;2;2). 


22) Si f(x;y;z) = xy + yz +xz y f(x)=(x 2 y;y 2 z;z 2 x), calcular: 

a ) (/• V/) en (3,—1/2) b) ,/.(v • /) en (3/-1/2) 

c) (V/A/) en (3/—1/2) d) (v a/) en (3/-1/2) 

e) V(V./) en (3/—1/2) (gradiente de la divergencia) 


23) Encontrar la ecuación de un vector normal, de la recta tangente y del 
plano tangente en: 

a) (w 0 / v o ) = (l;l), de la superficie defínida por la imagen de 
/ :9t 2 —>91 3 / f(u;v)=(u 2 ;v 2 ;u + 2v). 


b) P 0 = (- 2/2/l), de la superficie defínida por la imagen de 
/:9i 2 ^9t 3 //( M /v) = 


( 2 / 

2 v u 
u - v ; — / — 

V 11 v J 
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Respuestas 

1) a) Df = 

c )Df = 

e) Df = 


V + * 

e x+y +1 


' 2x 

-sen y' 

2 

l y 

2 xy 

A = 3i 2 b) Df = 

X 

\.ye 

e ) 


f X X 

ze ü e 

r\ 7 7. 


V 

V A 

xe y - sen y 

rí = 9í 3 d ) D f = 

1 

0 

c 

1 

1 


1 

V 

e* 

y 


A = VÍ 2 


A = 3l 2 


2 2 2 2 
v —x x -y 

y-f -- x -- 


(x 2 + y 2 f (x 2 +y 2 f 
2) a) f{x)=ifx 2 +Sy 2 )i+\0xyj 


A = 3i 2 - {(0;0)} 


b) f{x) = 


r \ r 

3,2 V 

Z + 5y ~ I ; + 
x 2 fxy 


\ 


c) f{x)=[fx 2 z 2 -yz) 
3) a) Sí, U{x;y) = 2x 2 y 


— VZ I / + — 7T — XZ 


1 


10 xy - t= 

v * 2 fxy 

\ 




■ , | n. 3 2 y 

7 +| 2x z- y — xy 

z 


b) Sí, U{x;y) = ^- + xy-^- 


c) No cumple la condición de simetría. 

d) No cumple la condición de simetría. 

2 

e) Sí, U{x;y) = x 2 y — f) Sí, U{x;y) = e x ' +y 

g) Sí, U{x;y)= xy 2 +x 2 y h) Sí, U{x;y;z) = ^x 1 +2y 2 -18z 2 

i) No es campo vectorial gradiente. — + — 

dz dx 

j) Sí, U{x;y;z) = xve z k) Sí, U{x;y;z) = — + z 2 -z 

y 

1) Sí, U{x;y;z)= xz 2 + x +y 2 z m) Sí, U{x;y;z) = ze x + e y x — e z y 
n) Sí, U{x;y;z) = x 2 .cos y — yz 2 -3x + 2z 
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4) a) rot f(x) = 0 , div f(x) = 2x, irrotacional 

b) rot f(x) = (e } —e : ')k , div f(x) = ye x + xe y 

c) rot /(0;0;3) = (0; 0;-2) = -2k , divf (0;0;3) = 0 , solenoidal 

d) rot f(x) = [x.sen (xz) - x. cos(xy); y. cos(xy);-z.sen (xz)], 
div f(x)= 0, solenoidal 

e) rot f(x) = [cos(y-z);cos(z-x);cos(x-y)\, 
div f(x)= cos(x-y)+cos(y-z) + cos(z-x) 

f) rot f(— 1;2;0) — (— 4;—8;0), div f(x)= 0 , solenoidal 

g) rot f(x)=(fyz-'ix 2 y;-\;6xyz), div f(x)= 2e lx +3x 2 z + 2y 

h) rot f( 0;1;2) = j -k , divf( 0;1;2) =11 

2X ^ divf(x) = —^~ 


i) rotf(x) = 


0 ; 0 ; 


2 . 2 
x +y J 


2 . 2 
x + y 


5) a) a = —2, b) a = 4 6) a(x) = —6xz 

7) rot (j a g)= (0;6x;—3 y) 8) rot (rot /)= (0;z;y) 

2 

10) U(x; y;z) = + sen (yz) 12) a = 4, b = 2 , c = -\ 14)g(x) = . 

15) a) div f (- 3;0;2) = 3, b) divf( l;2;-l) = 8 

c) divf( 1;—2;l) = —8 d) divf(- 1;1;—l) = 6 

16) a) i) 3, ii) 2 iii) + iv) 0, es solenoidal 

r 

18) V 2 / = 6\¡2xy 2 z.(y 2 +2x 2 ) 21) g(x) = -2x 2 +l 

22) a) 25, b) 2, c) (56;-30; 47), d) (-1; - 4; - 9), e)(2;10;4) 

23) a) x + 2y-2z + 3 = 0, x -\ = ^- = ^J, v„ = (l;2;-2) 


O 1 

b) x + 3g + 4z-8 = 0, x + 2 = ^^ = —, v n =(l;3;4) 












Funciones compuestas - 
implícitas - homogéneas 


Funciones compuestas e implícitas de una 
y varias variables independientes. 

Derivadas de funciones compuestas e 
implícitas. 

Funciones definidas implícitamente por 
sistemas de ecuaciones. 

Ecuaciones de las rectas tangente y 
normal. 

Ecuación del plano tangente. 

Funciones homogéneas: propiedades. 
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a) de una varíable independiente - entre un campo escalar y una función 
vectorial 

Consideramos un campo escalar z = / (x;y) y una función vectorial 
g{t) = [x(?);_y(?)], a través de la cual x ey son funciones escalares de otra va- 
riable t, con Im x(t) y e Im y (t ) c 

Calculamos la función compuesta h. 
z = h(t) = (f °g){t) = f[g{t)] 

Si reemplazamos se obtiene h en función de t: h(t) = f [x (t); y 
Se dice que z es función compuesta de t a través áex ey. 

Esta situación se puede expresar a través de la 
siguiente red de variables: 

b) de dos variables independientes - entre un cantpo escalar y un cantpo 
vectorial 





Consideramos un campo escalar z = / (x;y) y un campo vectorial 
g(u;v) = [x(u;v);y(u;v)\, a través del cual x e y son campos escalares de las 
variables u y v, con Im x (u;v) e Im y (u;v) c Dom z. 


Calculamos la función compuesta h. 
z = h (u;v) = (f o g)(u;v) = f\g(u;v)\ 


Si reemplazamos se obtiene h en fiinción de u y v: 
z = h (u;v) = / [x (u;v); y (u; v)] 



Se dice que z es función compuesta de u y v a través de x e v. 
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Esta situación se puede expresar a través de la siguiente 
red de variables : 


Derivadas de una Función Compuesta 



Nos interesa conocer como calcular las derivadas en estos casos. 


a) de una variable independiente (función escalar) 

Si z=f (x;v) es diferenciable y g(t)= \x(t);y(t']\ es derivable, existe la deri- 

dz 

vada total de z respecto de t y la denominamos —. 

dt 

dz Az 

Sabemos que — = lim — - Para obtener dicha derivada partimos de la ex- 
dt Af—>o At 

presión del incremento de la función z, Az. 


Az =—.Áx+—.Ay+e , dividimos toda la expresión por A t: 
dx dy 


Az dz Ax dz Ay s , , , dz 

—= —.—+—+ —, ahora tomamos Um , para obtener la —. 
A t dx Át dy Át Át Ar=>o dt 


Az dz Ax dz Áy £ 

lim —= lim —■ lim -I- lim x~- lim —+ lim — 

Ar—>0 Át A t—>0 OX A/—>0 At Arn>0 dy Ar—>0 Át Ar^O At 


3 z 3 z 

Teniendo en cuenta la definición de derivada, el hecho de que ——y —son 

o x d y 


constantes respecto de t y que el último término tiende a 0 por propiedad de 
los infinitésimos queda: 


dz _dh _ dz dx dz dy 
dt dt dx dt dy dt 
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Relación entre la red de variables y la fórmula 

Vemos que el número de términos que tiene la fórmula corresponde al nú- 
mero de caminos que hay para llegar dc z a t. Además el número de factores 
de cada término coincide con el número de tramos que tiene cada camino. 

Ejemplo: z = x 2 + y 2 con g(t) = (t 1 ;2t), hallar h t (\) 


— = —= 2x.2t + 2y.2 = 4x t + 4y 
dt dt 

dz 

Sií=l => (x; y)= (l;2), reemplazando: —(l)= h' t (\) = 12 . 

dt 

Expresión con matrices jacobianas 


Expresamos las derivadas de la fúnción compuesta a través de las matrices 
jacobianas. 


f dx^ 


D h = 


f dz' 


fdh' 

] _ 

( dz 

dz^ 

\dt) 

lxl 

l dt, 

'lxl 

y dx 



/1x2 


dt 

dy 


= D/\D g 


Dh = 


v dt ) 2x \ 

f , x 


dh \ _ dz dx dz dy 
dt ) lxl (dx dt dy dt 


'l.vl 


Vemos que multiplicando las matrices jacobianas llegamos a la misma fór- 
mula. 


b) de dos variables independientes (cantpo escalar) 

Si z= f (x;y) es diferenciable y g(u; v) = \x(u; v); y(u; v)] derivable, existen 

las derivadas parciales de z respecto de las variables u y v y las denomina- 

d z d z 

mos - y — . 

d u ' d v 
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Empezamos calculando . Sabemos que — = ¡¡ m —. Para obtener di- 

d u du a u —>o Au 

cha derivadas partimos nuevamente de la expresión del incremento de la fun- 
ción z, Az. 

Az = —. Ar + —. A y + e, dividimos toda la expresión por A u : 
óx dy 

Az dz Ax dz Ay e , . , . , dz 

— = —. — + —. -+- + —, ahoratomamos Um , para obtener la —. 

Au dx Au dy Au Au Au->o dti 

Az _ dz Ax dz Ay e 

lim — - lim —. lim ——+ lim —• lim ——+■ lim ——■ 

A i/ —> 0 Au A» -> 0 ÓX Au -> 0 A U A o dy A u -> 0 A U A u —» 0 A li 

3 z 3 z 

Teniendo en cuenta la definición de derivada, el hecho de que ——y —— son 

o x d y 

constantes respecto de u y que el último término tiende a 0 por propiedad de 

. óz óh dz dx óz dy 

los mtimtesimos queda: — = — = —. — +—.— 

du du dx du dy du 

Análogamente, dividiendo por Av, se puede demostrar que: 

dz_ dh dz dx dz dy 
dv dv dx dv dy dv 

Expresión con matrices jacobianas 


Expresamos las derivadas de la función compuesta a través de las matrices 
jacobianas. 

f dx dx^ 


Dh = 


'dh 

dh' 


'dz 

dz' 

K du 

dv. 

= 

'1x2 

y dx 

dy y 


1x2 


du dv 
dy dy 

\du dv ) 2x 2 


D/.Dg 


Vemos que multiplicando las matrices jacobianas llegamos a la misma fór- 
mula. 

^ dh dh^ 


Dh = 


^ dz dx dz dy dz dx + dz dy^ 


K du dvJ lx2 du dy du dx dv dy dv 


21x2 
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Ejemplos: Y) z= ln— y g{u; v) = (e"+5v/ v 2 - 3z/), calcular D h 

y 


_ _ y 1 u , 

~e + 

y_ 

f \ 

X 

-(- 3) - í 

óu x y 

X 

l y j 


dz dh y 1 5+ 

y_ 

r \ 

X 

.2v =-- 

dv dv x y 

X 

k y 2 j 

X 

(dh dh( 


' e 3 

5 2v" 

D h = \ — — 

— 

—+— 


ydu dv 


x y 

x y , 


2) z = x.e xj; , y g(u ;v)= \sen (2«)+3v 2 ;cos (2m)—2m vJ, calcular D h (0;0) 


dz _ dh 
du du 


= (e xy + x.y.e xy ).2cos(2u) + x 2 . e-.[2 [- sen (2m)]-2v] 


dz dh 


= (e xy + xy.e xy ).6v + x 2 .e xy .(-2u) 


dv dv 

Si (w;v) = (0;0) =+ (x;y) = (0; 1), reemplazando: 
h u (0;0)= 2 y h' v (0;0)= 0 => D h (0;0) = (2 0) 


3) Hallar mediante diferenciales el valor aproximado de z (1,01 ;0,02) siendo 
z= h(u;v), definidapor z = xy 2 con g(u;v)= \2u + v 2 ;u : + 2v). 

dz = h x .dx + h y .dy = (z' u .u' x +z' v .v' x )dx + (z' u .u' y +z' v .v\).dy 

dz = (v 2 .2 + 2uv.2x).dx + (v 2 .2y + 2z/v.2 ).dy 
x = l,y = 0, u = 2, v = 1, dx = 0,01, dy = 0,02 
dz( 1;0) = 10.0,01 + 8.0,02 = 0,26 

z(l,01;0,02)=z(l;0) + Az = z (1;0) + dz (1;0) = 2 + 0,26 = 2,26 
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Generalización 

A partir de estos ejemplos podemos generalizar el cálculo de derivadas de 
funciones compuestas a otras situaciones utilizando las matrices jacobianas. 

Si / : —> W' y g : —> 9Í", entonces h = f °g : 9Í"' —> 9Í p y la matriz 

jacobiana es D h = D (/ ° g) = D/.Dg 

n: cs cl número de variables de / 
nr. es el número de fúnciones de / 
p: es el número de variables de g 
m: es el número de fúnciones de g 

Para que el producto de matrices exista la cantidad de variables de / debe ser 
igual a la cantidad de fúnciones de g . 


Ejemplo 


Dadas /(x; y) = (x + y;x;y 2 ) y g\x{u;v);y{u;v^ = {u 2 +l;v 2 ), calcular la 
matriz jacobiana de h = f °g en(l;l) 


Si (w;v) = (1;1), (x;y) = (2;1) 


'Ml 

%_ 

du 

dv 

^fi 

P/~2 

du 

dv 



v du 

9v 



f 1 1 1 


'2 u 

o N 

'lu 

2v N 

\f ° g) = Df • Dg = 

1 0 

v ° 2 v y 

• 


2v y 

2 u 

0 

4 y/ 


Dh=D(f°g){\;\) 


"2 f 

2 0 
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Calcular las funciones derivadas parciales que se indican como funciones 
compuestas 


l)Dada z = 3x 2 +4y — 2xy. 


* = > + 1 hallar —(l) 
\y = 2t-l di 


2) Dada z = 3>x 2 + y-2y 2 , g{t)= iff +l;3/‘-l), hallar — (l) 


dt 


3) Dada z = Inix 2 + v 2 ), g{t)=[e ';e'),hallar — ení = 0 

dt 


x = e“+2u dz dz 

, hallar — y — 

y = e v —5v oii ov 


4) Dada z = In (x 2 + y 2 ), 

.. _ . xv \x = sen{2u) + 3v 2 

5) Dada z = x.e y , < ) ' 

[v = cos {2u)-2uv 

6) Dada z = x 3 + y 2 - 2 xy , g{u; v) = (// + 3 uv; v 2 - 3v + uv), hallar D h (1 ;2) 


, hallar D h (0;0) 


'l > 


7) Dada u = e 3xy +xz 3 , g{t)= -;t 2 ;\t 


, hallar —, en función de t. 
dt 


8) Dada z = 


2 xy I = cos t 


, , , , , hallar — en t = — 

x~ + y [>’ = sen t dt 2 


9) Dada z = . , g{t) = {cos t;sen t), hallar ^y-{0) 

V' 


x 2 +y 2 


10)Dada z = ^—,g{t) = {sen (2 1), ’-cost), hallar — cn / = — 

y 


dz 

dt 


ll)Dada z = x.lny + y.lnx, g{u;v) = (e u+v ;e u v ), demostrar que: 
dz dz ( 


V 
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12) Dada z = e uv .u , 


\u = sen (2x)+ 3y 2 dh dh 

; ' , hallar — y— en (x;jf) = 0;0) 

[v = cos \2x)-2 xy ox dy 


13) Dada z = x 3 + y 1 , g(u;v) = {u.cosv;u.senv), analizar si se verifica que: 

fe)‘ + fc ) 2 + -T-W 


14) Demostrar que si z = arc tg — . 


x \x = u + v 


, se verifica que h u + h' v = 


2 . 2 

U + V 


y ^ = U ~ V 

15) Dada z = e x .seny, g(t) = {t 2 ;2>t), calcular h tt . 

16) Hallar mediante diferenciales el valor aproximado de h (1,01 ;0,02) si 


z = h (x;y) función compuesta definida por z = uv 2 y 


) u = x + y 
I v = x 2 


17) Dada z = u —xv 2 con 


= x.Jy^; 


resulta z = h (x;y). Hallar h x (0;1). 

[v = 2x + y ¿ 

18) Dada z = 2uv — 2y/v — u con g(x;y)= (x — y 2 ;x + 2xy — l), es z = h(x;y). 
Calcular la h v ( 2;l) si v es la dirección que va hacia Pi = (5; -3). 

19) Dada f(x;y;z)= (x 2 y;x 2 z 2 ), g(u;v)= (u~ +2v;v' +3u;u 2 +v 2 ), hallar 
Dh (1;0). 
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Respuestas 


(- + 2 ),=- = [e - 5 ) 5) Dh( 0;0) = (2 0) 


1)^(1) = 20 2)^(l) = 51 3) ~(o) = 0 
at dt dt 

.. 2x / 9z 

4 ) 5--—2-+ \“ e +2 j,— - 2 2 

9w x‘+_v“ dv x + y 

6) D/z(0;0)= (l.OOl 413) 

7) —(í) = 3e 3 '+128/ 8)—(^/2) =-2 9)— (o) = 2 

dt dt dt 

1 ~\i 

10) —(n/’£) = -9 12)—(0;0) = 2,-^(0;0) = 0 13) se verifica 

dt dx ay 

15) h u =e‘ [(4/ 2 -l}sen(3t) + \2t .cos ( 30 ] 

16) h (1,01 ;0,02) = 1,05 17) /z' (0;l) = -1 18)A*(2;l) = 21 


19) Dh( 1;0) = 


15 12 
8 4 
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Funciones Implícitas 


a) de una variable independiente 

Consideremos la ecuación F(x;y) = 0. Si en un entomo del punto P 0 = (x 0 ;y 0 ) 
que satisface la ecuación y en el cual la misma es diferenciable, veremos 
bajo que condiciones se puede expresar en un entomo de P 0 = (x 0 ; y 0 ) a una 
variable como función implícita de la otra. 

Interesan saber dos problemas, primero bajo qué condiciones la expresión 
F(x;y) = 0 define, en un cierto conjunto, una función de una variable. Luego 
interesa calcular su derivada sin llevarla a la forma explícita. Estos dos pro- 
blemas quedan definidos en el siguiente teorema. 

b) de dos variables independientes 

Consideremos la ecuación F (x;y;z) = 0. Si en un entomo del punto 
P 0 = (x 0 ;y 0 ;z 0 ) que satisface la ecuación y en el cual la misma es diferencia- 
ble, veremos bajo que condiciones se puede expresar en el entomo de 
P 0 = (x 0 ;y 0 ;z 0 ) a una de las variables como función implícita de las otra dos. 

Derivadas de Funciones Implícitas 

Teorema de existencia y derivabilidad de una función defínida en 
forma implícita 

Teorema de Cauchy-Dini 

Dada la ecuación F(x;y) = 0, y sea P 0 = (x 0 ;y 0 ) un punto que la satisface, si se 
verifican las siguientes condiciones: 

1) ^(^oiTo)^ 0 

2) F x y F existen y son continuas en un entomo del punto P 0 . 

3) F y (x 0 ;y 0 )^ 0 

entonces la ecuación F(x;y )=0 define a la variable y como función implícita 
de x en un entomo del punto P 0 , y esta función es derivable y continua en P 0 . 
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Si F x (x 0 ; y 0 ) ^ 0 , entonces F(x;y)= 0 define a la variable x como función im- 
plícita d ey. 

Generalización del teorema de existencia y derivabilidad 

E1 teorema visto para la ecuación F(x;y) = 0 se puede extender para funcio- 
nes definidas por ecuaciones del tipo F(x;y;z) = 0. Veremos bajo qué condi- 
ciones esta ecuación define, en un cierto conjunto, una función de dos varia- 
bles derivable y continua en un entomo de un punto Po. 

0 ^(^ 0 ;v 0 ;^o)= 0 

2) F x , F’ y F_ existen y son continuas en un entomo del punto P 0 . 

3) F z ( x o; yo > z o ) f o 

Si estas condiciones se cumplen la ecuación F (x;y;z) = 0 define a la variable z 
como función implícita dc x c y y esta función es derivable y continua en P 0 . 

Si F x (x 0 ; y 0 ;z 0 )^0 la ecuación F (x;y;z) = 0 define a la variable x como 
función implícita dc y y z y esta función es derivable y continua en P 0 y si 
F (x 0 ; y 0 ; z 0 ) y 0 la ecuación F (x;y;z) = 0 define a la variable y como fun- 
ción implícita de x y z y esta función es derivable y continua en P 0 . 

Nota: no siempre una ecuación del tipo F(x;y) = 0 o F (x;y;z) = 0 define a 
una variable como función implícita de las otras. Deben verificarse las condi- 
ciones del Teorema de Cauchy - Dini. 

Si las condiciones del teorema de no se cumplen, no sabemos si la ecuación 
define o no a una variable como función implícita de las otras. 

Veremos ahora como se obtienen las derivadas correspondientes cuando una 
función está definida en forma implícita. 

Cálculo de las derivadas parciales 
a) una variable independiente 

Partimos de la ecuación F (x;y) = 0, teniendo en cuenta que y = f (x). Si 
F(x;y) = 0 en un conjunto A =5- dF(x;y) = 0 (nos movemos sobre una curva 
de nivel). 
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Ejentplo: F(x;y) = x 2 - 4xy = 0 => — = -——— = ———- x^O 


dx — 4x 2x 


Veamos si se puede calcular y (l;0,25). Vemos que se verifican las condi- 


ciones de existencia: 

1) F(l;0,25) = 0 

2) F x =2x- 4 y y F v = -4x, existen y son continuas 

3) F' y { l;0,25) = -4*0 

Por lo tanto se puede aplicar la fórmula para calcular y'(l;0,25) = 4 
b) dos variables independientes 

Partimos de la ecuación F (x;y;z) = 0, teniendo en cuenta que z =/ (x;y). 

Si F (x;y;z ) = 0 en un conjunto A => dF (x;y;z) = 0 (nos movemos sobre una 
superficie de nivel). 

F F 

F x ,dx + F’.dy + F z .dz = 0 (verpág. 136) => dz = -f dx -— dy (1) 

F„ F_ 

Z Z 

Si comparamos (1) con la expresión del diferencial de una función de dos va- 
riables (ver pág. 118) se deduce que: 


z 


X 



Resumiendo: 
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Ejemplo: F(x;y;z) = x 3 - 2xyz + z 2 = 0 

dz ■ 3x 2 — 2vz dz . —2xz xz 

— = z r =--— — = z =-=-con -xy+z 0 

dx ' — 2xy + 2z dy — 2xy + 2 z —xy + z 

Veamos si verifican las condiciones de existencia en P 0 = (—1 ;0; 1). 

1) F{— l;0;l) = 0 

2) F x = 3x 2 - 2yz , F v = -2xz, F z = -2xy + 2z existen y son continuas 

3) F z (- l;0;l) = 2?t0 

Por lo tanto se pueden aplicar las fórmulas para calcular: 
z'A- l;0;l) = -3/2 y (-l;0;l) =-1 
Derivadas Sucesivas 

Si queremos calcular, por ejemplo, la derivada 2° de una función definida en 
forma implícita se procede de la siguiente forma: 

Ejemplo: hallar z xx si F(x;y;z)=2x 2 y-z 2 +x = 0 

Primero debemos calcular z x , derivando como función implícita: 

dz _ 4xy + 1 _ 4 xy +1 
dx — 2 z 2 z 

A1 calcular la derivada segunda, ya no tenemos que derivar una función im- 
plícita, sino que tenemos que obtener la derivada de la derivada primera que 
está definida en forma explícita. 

Pero al derivar respecto de x debemos tener en cuenta que z es función d ex ey, 
y que por lo tanto la derivada del denominador respecto de x entonces es: 2z x . 
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" 4y.2z — (4xy + l).2z r . . 

z„ = —- : —-—-—-, procedemos a sustituir z v por su expresion: 


(2z) 2 

8r_-(4.vr l).2. / _ 8yz 2_( 4xy + l f 


(4xy + l) 
2 z 


(2 zf 


4 z ¡ 


Conclusión: al obtener las derivadas sucesivas se deriva como se derivan 
íunciones explícitas, pero teniendo en cuenta que z =/ (x;y). 

Ejemplo general resuelto 

Calcular las derivadas parciales en el punto Po = (2;1) de la función 

z(x;y)= 4 ^ si u = g(x;y) viene definida implícitamente por 

h(x;y) 

— 2xy = 0 . Suponemos que h(x;y) es continua y derivable con plano 


ue 


u —4 


tangente horizontal en (2; 1 ;3). 


Six 0 = 2 yyo= 1, w 0 = 4. Calculamos ^-y — como funciones implícitas. 

ox dy 


d u F r 


dx F„ e u 4 +u.e u 4 


-2 y 


_ 2 du 

(2,i,■ 4) ^ dy 


F. 


— 2x 


u-4 . u-4 

e + u.e 


( 2 . 1 , 4 ) 


Z v = 


—i í=.u' x .h(x;y)-sfü.fí x 

2 yu 


h 2 (x;y) 


12.3-4.0 , 

4 5 _ 1 

9 30 


( 2 , 1 / 4 ) 


2 V» 


.u ,h(x;y)— yjü.h v 


h 2 (x;y) 


1 4 
4'5 


.3-4.0 


( 2 / 1 / 4 ) 


15 
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Funciones Definidas Implícitamente por Sistemas de 
Ecuaciones 


Así como una superficie puede estar definida en forma implícita por una 
ecuación, también se puede definir una curva en el espacio (función de una 
sola variable) a través de un sistema de dos ecuaciones. 

Por ejemplo, si dos superficies están definidas respectivamente por las ecua- 
ciones F(x;y;z) = 0 y G(x;y;z ) = 0, y existe un punto / J 0 = (x 0 ;yo;z n ) que perte- 
nece a ambas, entonces puede existir, bajo ciertas condiciones, una curva co- 
mún a ambas definida por dos funciones/ y g tales que y =f (x) y z = g (x). 

Bajo estas condiciones decimos que el sistema de ecuaciones define implíci- 
tamente a dos de las variables como función de la restante. Es decir que 
y =/(x), z = g(x), quedan definidas implícitamente por el sistema: 

[F (x;y;z) = 0 
[ G(x;y;z) = 0 


Buscamos ahora las derivadas dc y y dc z respecto de x (dy/dx, dz/dx). 

Las condiciones de existencia son similares a las que se exige a funciones im- 
plícitas definidas por una sola ecuación. Si Fy G son diferenciables queda: 


\dF = F x dx + F y dy + F, dz = 0 
| dG = G x dx + G y dy + G, dz = 0 


F ’ dy + F ’ck 
} dx ” dx 

a;F +0 ; + 

dx dx 


= -F r 


si dx ^ 0. 


J F' y dy + F' z dz = 
[g' dy + G’ dz = 


F x dx 
G x dx 


Este es un sistema de ecuaciones lineales cuyas incógnitas son — y —. E1 

dx dx 

determinante formado por los coeficientes de las incógnitas recibe el nombre 
de jacobiano dc F y G respecto de las variables y y z. 
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Se lo designa: 

d(F;G) = Fy Fz 
d K z ) G' y G. 


Si este determinante no se anula, el 
sistema tiene solución única para 

- dv dz , 

las mcogmtas y —. Por lo 
dx dx 

tanto el sistema define a las varia- 
bles y y z como funciones implíci- 
tas de x. Las incógnitas se pueden 
obtener aplicando la regla de Cra- 
mer (o cualquier otro método para 
resolver sistemas de ecuaciones li- 
neales). 


JACOBI, Karl Gustav Jacob (1804-1851): 

famoso matemático alemán 
destacado por sus aportes 
en Física y Astronomía. 

A los 21años era profesor 
de Konigsberg. Son reco- 
nocidos mundialmente 
sus estudios sobre las fun- 
ciones elípticas, que estudió 
junto a Abel y se publican 
en 1829; las ecuaciones 
diferenciales, el cálculo de 
teoría de números. Se le 
sobre determinantes funcionales, uno de los 
cuales se llama jacobiano debido a él. 


de origen judio, 



variaciones y la 
deben estudios 



K K 


K K 


dty 

K K 

dz 

Gy G x 


dx 

K K 

dx 

K K 



G' y K 


G'y G' z 



Si usamos una notación análoga a la ya vista para cada jacobiano, tenemos que: 


d{F;G) 
dy _ d (x;z) 
~cbc~~ d(F;G) 
d(y;z) 


d (F;G) 
dz _ d(y;x) 
~dx ~~ d(F;G) 
d(y;z) 


y 
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Ejemplos 


1) Suponiendo que se verifican las condiciones de existencia, calcular 


dy 

dx 


y 


dz 

dx 


para las funciones defínidas implícitamente por el siguiente sistema: 

Jx 3 + 2y 3 - 5z + 1 = 0 
[ x — y +z 3 —4 = 0 


Primero calculamos el jacobiano del sistema para ver si existen las derivadas: 


d {.F;G ) 

K K 


6y 2 -5 

d (v/z) 

G'y G' z 


-1 3z 2 


18_v 2 z 2 -5*0 



K K 

d (F; G) 

3x 2 -5 


dy 

g 'x g : 

d (x; z) 

1 3z 2 

9x 2 z 2 + 5 


dx 18_y 2 z 2 -5 18 j 2 z 2 -5 18 y 2 z 2 -5 18_y 2 z 2 -5 



K K 

d (F; G) 

6y 2 3x 2 


dz 

Gy G x 

d (y; x) 

- 1 1 

6 y 2 + 3x 2 

dx 

18 v 2 z 2 -5 

18/z 2 -5 

18_y 2 z 2 -5 

18v 2 z 2 -5 


2) Calcular 


dz . 

— si z = y .a 
dt 


senx 


con 


J Ix+y 1 = t 

[x 3 — 2 y =í 2 


sen x i rlz 

— = v. a .tna. cos x — 

dx ' dy 


— sen x 

- a 


Para calcular — v — debemos calcular los jacobianos. 
dt ' dt 
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d (. F;G) 
d (x;y) 


K K 


2 2 y 

G' x G' y 


3x 2 -2 


— 4 — 6x 2 y 


dx 

K K 

G', G’ y 

d (F; G) 
d (t;y) 

-1 2 y 

-21 -2 

2 + 4 yt 

dt 

-4- 6x 2 y 

— 4 — 6 x 2 y 

<N 

X 

1 

1 

(N 

X 

so 

1 

1 


dy _ 

K K 

G' x G' t 

d (F; G) 
d (x; t) 

2 -1 

3x 2 -2 1 

— 4t + 3x 2 

dt 

— 4 — 6 x 2 y 

-4-6 x 2 y 

- 4 - 6x 2 y 

— 4 —6x 2 y 


dx _ 1 + 2 yt 
dt 2 + 3 x 2 y 


dy _ —4t + 3>x 2 
dt 4 + 6 x 2 y 


Reemplazando queda: — =y.a senx .ln 
dt 


a . cos x . 


1+2 f 

2+2> x 2 y 


— 4t + 3x 2 
4 + 6x 2 y 


Otra situación 

Consideremos el siguiente caso: F (x;y;u;v) = 0 y G (x;y;u;v) = 0 pueden defi- 
nir implícitamente dos funciones de dos variables independientes, por ejem- 
plo U =f (x;y) yv = g (x;y). 

Se pueden obtener las derivadas parciales de/ y g respecto dc x cy. 

Calculando los diferenciales dc F y G tenemos: 

í dF = F x dx + F y dy + F u du +F V dv = 0 
|dG = G x dx + G v dy + G u du + G v dv = 0 
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F u du + F v dv = - F x dx - F y dy 
| G u du + G v dv = -G x dx - G v dy 


E1 jacobiano del sistema es: 
Por lo tanto. 


d (, F;G) 


d(u;v) 


F F 

U V 

G' G' 


*0 


du = - 


F x .dx + F y .dy 

f' v 


K K 


K K 

G x .dx + G r . dy 

G v 


G' x G' v 


G'y G' v 


K F 

G' u G’ v 


K K 

G„ G v 


K K 

G'u G v 


c) (F;G) 


3(x;v) 
c) (F;G) 


Es decir que du = - v ’, . dx - " F''’d\ . dy 


d (F; G) 
d (y;v) 
d (F; G) 


d (u;v) 


d (u;v) 


-.dv 


Pero como además sabemos que du = — dx + — dy, resulta que, para varia- 

dx óy 


d (F;G) 


d (F;G) 


bles x e y independientes: —— = - /W ñ\ Y 


dit _ d(x;v) du _ d(y;v) 

' a x~~ WÍG) y fy~- d(F;G) 
d(u;v) d(u;v) 


Análogamente surge que: 


dv 

dx 


d (F; G) 

d (u; x) dv 

WiG) y a+ 

9 (u;v) 


d (F;G) 

3 (»■•+) 

d (F;G) 

d (u; v) 
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\u + v-x — y = 0 

Ejemplo: E1 sistema , define a u y v como funciones de x e 

I XM + VV -1 = 0 


y. Hallar 


chi du dv dv 
dx dy dx dy 



-1 

i 


du 

u y 

s 

II 

s 

1 

;+ 

1 

1 

II 

dx 

1 

i 

y — x y — x 


x y 




1 

-1 



dv 

X 

u 

u + x 

u + x 

dx 

1 

1 

y-x 

x-y 


X 

y 





-1 



du 

^ > 

_ ~y~v_v+y 

dy 

1 

l 

y-x y-x 


x y 




1 

-1 



dv 

X 

V 

v + x 

v + x 

dy 

1 

1 

y — x 

x-_v 


X 

y 




La Ecuación de la Recta Tangente y de la Recta Normal 
PARA FUNCIONES IMPLÍCITAS EN ÜR 2 


Consideramos la ecuación F (x;y) = 0, ecuación que suponemos define a y 
como íunción implícita de x. La representación gráfica es una curva en 9Í 2 

Recta tangente a una curva de nivel 

Sabemos por Análisis I que la ecuación de la recta tangente a una curva en 

p 0 = (* 0 ;To) es: y,- y 0 = y (* 0 )( x - ) ■ 

Como la función está definida en forma implícita: 

y, - v 0 = - F - x , | P ° | .(x - x 0 ) 

F y (P 0 ) 

donde P 0 = (x 0 ;_v 0 ) satisface la ccuación F(x;y) = 0 
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K ( p o )(* - ■ x o ) ■+ F ' y ( p 0 )-(y, - y 0 )= 0 
[K ( p o); K ( p o)] 1 • (* -* 0 ; y, - y 0 ) = ° 


Propiedad del vector gradiente en 5f 2 


Si consideramos la ecuación F (x;y) = 0 como la curva de nivel 0 de una íun- 
ción z =/ (x;y), esta función tiene derivadas parciales continuas. 

En este caso las derivadas F x (P 0 )y F y ( p 0 ) coinciden con las derivadas parcia- 

!es /)( p 0 )y/,'( p o) dc z =f(x;y) y \f' x (P 0 );/' ( p 0 )]= V/(P 0 ). Por lo tanto: 

v /( p o) , (^- x o;y,-> ; o )= 0 


Ecuación vectorial de la recta tangente 


E1 vector gradiente es perpendicular a la recta tangente a la curva de nivel 
en e¡ punto Po■ Eso quiere decir que la derivada direccional máxima está en 
la dirección perpendicular a la de la recta tangente. 

E1 sentido del vector gradiente es aquel según el cual las curvas de nivel cre- 
cen más rápidamente. 

Vector normal a una curva de nivel 

Es el vector perpendicular a la recta tangente y su dirección y sentido coinci- 
den con la dirección y sentido del vector gradiente en el punto. 

Recta normal a una curva de nivel 

Es la recta que tiene como vector director al vector normal, es decir al gra- 
diente: y n (P 0 ):(x; y) = (x 0 ; y 0 ) +Á.v n 

Ejemplo 

Si z = f(x;y) = x 2 + y 2 -4x-6y + 8, la curva de nivel de nivel 0 es 
x 2 +y 2 — 4jc —6y + 8 = 0 . La ecuación F(x;y) = x 2 +y 2 -4x-6y + 8 = 0 
define a la variable y como función implícita de x. 
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E1 vector gradiente de / es V/ = (2x-4/2 y-6). Por ejemplo, en el punto 
P 0 = (3;5) es V/(3;5) = (2/4) = 2 i + 4j . 

Por lo tanto la ecuación de la recta tangente es: V/(3/5) • (x — 3 ;y t - 5) = 0 


Vt 


(P o ):(2/4).(x-3 ; ^-5)=0 => 2.{x-3) + 4.(y t -5)= 0 


2x + 4y, -26 = 0 => + 

E1 vector normal en P 0 = (3;5), es v„ = (2/4) 

Y la ecuación de la recta normal es y n (P 0 ): [x;y n ) = (3/5) + A.{ 2/4) 


De donde surge que 


x-3 _ y„ -5 


2{x-3) = y n -5 


2 4 

En su forma explícita la ecuación de la recta normal es: y n = 2x -1 


La Ecuación del Plano Tangente y de la Recta Normal 
para Funciones Implícitas en 9Í 3 


Consideramos la ccuación F(x; y; z) = 0 . Si esta ecuación define a la variable z 
como función implícita dc x c v, se pueden obtener las ecuaciones del plano 
tangente y de la recta normal en un punto P 0 = (x 0 ;t 0 ;z 0 ) reemplazando en las 
ecuaciones ya vistas (pág. 134): 

9z _ F x dz _ F y 

Yx~~v z y Y~~y z - 


F'Á P 0 ) 

^■(Po) 


,(x-x 0 )- 


*■;&) 

K (p 0 ) 


■(j-Jo) 


Así obtenemos: z t -z Q = 
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Multiplicando por F z (P 0 ) queda: 

K ( p o )(* ~ x o ) + F y ( p o ){y ~ y 0 ) + K ( p o )K , - ^o )= 0 ® que es la ecuación 
del plano tangente cuando la función está expresada en forma implícita. 

Haciendo la misma sustitución en la ecuación de la recta normal queda: 


r n ( p o): 


x-x 0 

KM 


y-y o 

^;( p o) 


z — z 


0 


^'( p o) 


Siempre y cuando las derivadas no se anulen en el punto Pq. 


Propiedad del vector gradiente en 9Í 3 

Consideramos la función u = f{x;y;z) de la cual 
la superficie de nivel o superficie equipotencial de 
nivel 0 es F{ x; y; z) = 0 . 

Obsérvese que las derivadas F x (P 0 ), F' (P 0 ) y 
F z (P 0 ) coinciden con las derivadas parciales de 
u = f{x;y;z). 

Pcr °[/x ( p o )•'/,’ ( p o )•'./; ( P o)] =V/(P 0 ), por lo tanto podemos expresar la 
ecuación del plano tangente O de la siguiente manera: 

F (P 0 ): Vf{? o )»{x-x 0 ;y-y o ;z,-z o ) = 0 

Vemos que el vector gradiente es perpendicular a la superficie de nivel. Por 
lo tanto la recta normal es la que tiene la dirección del vector gradiente. 



v„( p 0 )=v/(p 0 )=[/;(p 0 );/;(p 0 );/;(p 0 )] 
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Ejemplos 

a) F{x;y;z) = 2x 2 + y 2 -3xyz = 0 yPo=(l;l;l) 


f' x =Ax- 3yz| (l . 1;l) = 1 f’ y =2 y- 3xz| (l . i;i) = -1 f' z = - 3xy| (l . 1;l) = -3 
7 i t (P 0 ): (l;-l;-3).(x-l;y-l;z í -l)=0 

7Ct(P 0 ): (x-l)-l.(y-l)-3.(z,-l)=0 ^ x-y-3z,+3 = 0 
La ecuación de la recta la nonnal es r„(P 0 ): x -1 = — ^ ^ 


b) F(x;y;z) = 2x 2 + 4yz-5z 2 + 10 = 0 y P 0 = (3; —1;2) 
V/ = (4x;4z;4v — lOz) => V/(P 0 )= (l2;8;-24) 


M p o) 

M p o) 

M p o) 


(12;8;-24).[(x-3);(y + l);(z,-2)] = 0 

12(x —3) + 8 (y + l) —24(z,—2) = 0 

12x+ 8 y — 24z,+20 = 0 o n t : 3x + 2y — 6 z, + 5 = 0 


La ecuación de la recta la norinal es r„ (P 0 ): 


x —3 _ y + 1 _ z -2 
3 2 “ -6 


2 2 2 
x v z 

c) ¿Es el vector (4;6;3) normal a la superficie del elipsoide —+ /j- + ]^7 = 3 
en el punto P 0 =(3;2;4)? 

Para que el vector sea normal a la superficie en P 0 debe ser proporcional al 
vector gradiente en P 0 . Calculamos el vector gradiente. 


(4;6;3) = 6.(^j ;1; J/^), por lo tanto es proporcional a (/3 ]/) ■ Entonces el 

vector (4;6;3) es normal a la superficie en P 0 . 
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Recta tangente y plano normal a una curva definida por la intersección de 
dos superficies 


F (x; y; z) = 0 
G(x;y;z) = 0 


Si un sistema de ecuaciones 


define, en un entorno de 


Po = (x 0 ;y 0 ;z 0 ), que pertenece a ambas superficies, a una curva en el espacio 
como intersección de dos superficies, con ecuaciones y =f(x) y z=f (x), la 
dirección del vector v ,, tangente a la curva, está dada por el producto vecto- 
rial entre los vectores gradientes de cada superficie. Esto se debe a que los 
vectores gradientes son perpendiculares a v t . 

Debemos calcular los vectores gradientes, considerando que ambas ecuacio- 
nes corresponden a superficies equipotenciales correspondientes a las íun- 
ciones u x = f(x;y;z), u 2 = g(x; y; z). 



Luego calculamos v, (P 0 ) 


i j k 

v ( (Po)=v/(p 0 )Av g (p 0 )=/;(p 0 ) /;(p 0 ) /’(p 0 ) =vj+v 2 j+v 3 k 

g'Á p 0 ) g;(p„) g'Á p 0 ) 


Ecuaciones de la recta tangente 


a ) r í(P 0 ) : ——E 


x~x 0 _y-y o _ z-^o 


v i v 2 v 3 

b) r, (P 0 ): (x;y;z) = (x 0 ;y 0 ;z 0 )+M i * * * v v'v 2 ;v 3 ) 


Ecuación del plano normal 


( P o): Gvv 2 ;v 3 )• (x-x 0 ; y-y 0 ;z-z 0 ) = 0 
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í x+y+z =6 

Ejemplo: ( en P 0 = (l;2;3) 

(x + z =14 

v/ = (l;l;l) V/(P 0 ) = (l;l;l) Wg = {2x;2y;2z) => Vg(p 0 ) = (2;4;6) 


Calculamos v, (P 0 ) = V/ (P 0 ) a Vg (P 0 ) 


1 j 

1 1 

2 4 


£ 

1 

6 


= 2/ — 4y + 2 k 


Ecuaciones de la recta tangente 


a ) r í(Po) : x—l = -—-^- = z — 2> b)r,(P 0 ): (x;y;z) = (l;2;3) +/l.(l;-2;l) 

Ecuación del ptano normal 

K n (P 0 ) : (2;-4;2)* (x -\;y - 2; z - 3) = 0 => 2(x - 1)- 4 (y - 2) + 2(z - 3) = 0 
^r„(P 0 ): x-2y + z = 0 


Superficies tangentes 

Si dos superficies tienen un plano tangente común en un punto P 0 , se dice 
que son tangentes. Para eso los vectores gradientes correspondientes a ambas 
superficies en el punto deben ser paralelos. 

V/(P 0 ) // Vg(p 0 ) => V/(P 0 ) = ¿.Vg(P 0 ) 
í xyz =36 

Ejemplo: \ en P 0 = (3;6;2) 

{4x 2 +y 2 +9z 2 =m 

Vf = (yz;xz;xy ) =í> V/(P 0 ) = (l2;6;18) 

Vg = (8x;2j;18z) => Vg(P 0 ) = (24;12;36) 

Vg(P 0 ) = 2.V/(P 0 )=> las superficies sontangentes enP 0 = (3;6;2). 
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POSICIONES RELATIVAS ENTRE UNA CURVA ALABEADA Y UNA 
SUPERFICIE 

Dada una curva/: [a/¿]—» 9Í 3 / f(t) = \x(t);y(t);z(t)] y una superficie defi- 
nida por f(x;y;z) = 0 , puede ocurrir que la superficie contenga a la curva (la 

curva yace sobre la superficie), que la curva interseque a la superficie o que 
la curva no tenga contacto con la superficie. 



1) Curva que yace sobre una superficie 

Para saber si la curva yace sobre la superficie debemos verificar si la curva 
satisface la ecuación. Si esto es así, entonces la curva yace sobre la superficie. 

Ejemplos 


a) f: \a;b\ —>9 ? 3 / /(?) = (- 1 2 — \;t + 3;2 1) y z 2 + 2y + 6x = 0 
(lt) 2 + 2.(t 2 + 3 )+ ó(— t 2 -l)=4 1 2 +2t 2 +6-6t 2 - 6 = 0 


Vemos que la curva verifica la ecuación por lo tanto la curva yace sobre la 
superficie. 


b) /: [a;b\-+ 9í 3 / f(t) = (2f 2 /1 - 1 ;3 + 1 2 ) y 3x - 14y + z -10 = 0 
6 1 2 -\A.(\-t) + 2 + t 2 —10 = 7í 2 +14/ — 21^0 
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Vemos que la curva no verifica la ecuación por lo tanto la curva no yace 
sobre la superficie. Vemos ahora si hay intersección entre ambas. 

2) Intersección entre una curva y una superficie 

Para buscar la intersección de una curva y una superficie buscamos los valo- 
res de t que verifican la ecuación. 

Ejemplos 

a) Si volvemos al ejemplo anterior, buscamos las posibles intersecciones. 

7r + lAt -21 = 0, r +2t-3 = 0 => tj = 1 y ? 2 = —3. 

La curva interseca a la superficie en dos puntos. 

Si ?, = 1, entonces Pi = (2;0;4); si ? 2 =-3, entonces P^= (18;4; 12). 

b) /: \a;b\ —» 9? 3 //(?) = (? + 2;5? 2 - 3?;2?) y 2.r + y - z 2 = 0 

2(? + 2) + 5? 2 - 3? - 4? 2 = ? 2 - ? + 4 = 0 

Vemos que esta ecuación no tiene solución en el campo de los números re- 
ales, por lo tanto la curva no interseca a la superficie. 
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1) Calcular las derivadas parciales de las siguientes funciones definidas 
implícitamente siz = f (x/ v) 

a) F{x; v/ z) = x 2 .z~ + ysen (xz)— 2 = 0 

b) F(x; y; z) = sen (xy) + sen (yz) + sen (xz) = 0 en P 0 = (tc;0;0) 

c) x + y + z = sen (xyz) en el origen 

d) F(x; y; z) = x + 3 y + 2z - ln z = 0 

e) F(x;y; z) = e x .cos (x + z) - z = 1 en el origen 

f) F(x; y; z) = 2sen (xyz) + z.x 3 — y J + 1 = 0 

g) F(x; y; z) = z 2 ,e xy 1 + 2x — 4y — z = 0 

h) F(x;y;z)=4xz + 21 — 3x 2 —sen(vz)=0 en P 0 =^-2/y;lj 

i) z.e y: + 2x.e xz = 3 + 4e™ j) In(x + y + z) = z en P 0 = (e; —1;1) 

2) F(x;y;z) = z 2 - 2xy + y 2 = 0, calcular z' x , z' y , , z' yy 

3) F(x; y;z)= x + yz 2 = 0, calcular z n 

2 2 

4) Calcular: a) F(x;y;z) = ^- + ^--z 2 - 1 = 0 

b) F(x;y;z)= ^fx + Jy +y[z + z -4 = 0 en P 0 = (1 ;1; 1) 

5) Dada F(x;y;z)= x + y + z + z 2 -4 = 0, demostrar que se verifica la rela- 
ción de Schwarz. 

6) Dada F(x;y; z) = x 3 z + 2xy — 3 = 0, hallar /j 35 „(l;l;z 0 ) 

2 2 2 
X V z 

7) Dado el elipsoide : —l- -t- — = 1, calcular la pendiente de la recta tan- 

9 4 16 

gente a la curva, situada en el primer octante, determinada: 

a) por la intersección con el plano_y = 1, en el punto x 0 = 2. 

b) por la intersección con el plano x = 2, en el punto yo = 1- 
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8) Dada xy - e : A =lnz que define a z como fünción implícita de x e y, ha- 
llar por aproximación lineal z = /(l,l;0,97). 

9) Calcular aplicando diferenciales / (0,1;0,09) si z + cos (xz) - y.e yz = 0 
define a z =/ (x;y) en forma implícita. 


10) Dada xy + xz + yz = 3 que define a z =/ (x;y), hallar el dz (l/l). 


11) Hallar las ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal de las si- 
guientes funciones definidas en forma implícita. 

a) x 2 + y 2 -4x-6y + 8 = 0 enP 0 =(3;5) 

b) x 2 +y 2 -2yx-l = 0 enP 0 =(l;2) 

c) cosx + seny - 2x = 1 en P 0 = (0;0) 

d) x 2 +y 2 -yx- 3 = 0 enP 0 =(l;2) 

12) Hallar la ecuación del plano tangente, de la recta normal y de un vector 
normal de las siguientes funciones definidas en forma implícita. 

a) x 2 +y 2 -4z 2 =4 en P 0 = (2;-2;z 0 ) 

b) x 2 yz l — Ixz + 4zy - 7 = 0 en P 0 = (1; —1; —1) 

c) x 2 + y 2 + z 2 -14 = 0 en P 0 = (2;l;z 0 ) 

d) x 2 y-2xz + 2v 2 z 4 -10 = 0 enP 0 = (2; 1;—1) 

e) xyz = 12 en P 0 = (2;-2;-3) 

13) Encuentre el punto de la superficie z = xy donde la recta normal es para- 
lela a la recta x = 2- 6t;y = 2> - 12 1; z = 2 + 3t. 


14) Dado el sistema 


el sistema 


2senx — cos y.senz — 4l= 0 


que define a v = / (x) y 


2cos x — sen y.cos z — V2= 0 


z = g (x), calcular — y — en P 0 = — ;0;0 
dx dx V 4 


15) Dado 



que defíne a v =./ (x) y z = g (x), cal- 


cular y x y z x en P 0 = (l;l;l). 
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16) Dado el sistema 


u~ + v+ x= 3y — v 
I u 3 + v 3 + v 3 = — 3x — 2 


que define a u y v como funciones 


dex e y, calcular u x en P 0 = {xyyyuyvo) =(-l;0;l;0). 


17) Dada z = u -v" + 2 y el sistema 


\e u +v-x + y=\ 

i que deíine a u y v co- 

[u +cosv-xy= 0 


dz 

mo funciones dex ey, calcular — en P 0 = (x 0 ;vo;m 0 ;v 0 ) = (l/l/0/0) . 

dx 


18) Dada 


x 2 — xy + v 2 —ux = 0 
I xv + y 2 -vy-uv = 0 


que define a u y v como funciones de x e y. 


calcular y en P 0 = (x 0 ;jv 0 ;m 0 ;vo) = (1;1;1;1). 

óx dy dx dy 


19) E1 sistema 


| uy + uv — x — v = 0 
\x.e x +y.e y -v.e v = 0 


que define a u y v como funciones de x 


, , du du dv 3v 

e v, calcular —; —;— y — en P 0 = (x 0 ;v 0 ;wo;vo) = (1 ;0;2; 1). 
dx dy dx dy 


20) Dada z = 2 uv y el sistema 


[ w 5 +v 5 +x 5 =3y 
[m 3 +v 3 + y 3 = -3x 


que define a u y v como 


funciones d exey, calcular . 

í x+y+z =1 

21) E1 sistema < , 7 defíne a y =/(x) y z = g (x), calcular y^. 

[x ¿ +y“ +z~ = 2 


22) E1 sistema 


u=x + y + z 

v=x 2 +y 2 +r 2 define a u, v y w como funciones de (x;y;z), 

w=x~ + v J +z 3 , , du 

calcular —. 
dy 
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23) Dado el sistema 


u =3x+4 y—z 

v = 2x-y+ 3z determinar si defrne a ( x;y;z ) como 
w = 6x + 8y — 2z + 1 
funciones implícitas de (m;v;w). 

24) Dada z = ¡n\x 2 .g{x; y)] donde u = g(x;y) viene definida implícitamente 
por la ecuación u.ln (u —1)+ xi' = 0 . Calcular: z'(l;0) y z'(l;0). 


25) Hallar las derivadas parciales en (2;1) de la función z(x;y) = - 


Inu 


si 


h 2 (x;y) 

u = g(x;y) viene definida implícitamente por ue‘~' + xy = 3. Supo- 
nemos a h(x;y) continua y derivable en P 0 = (2;1;5). 

26) Calcular z'(l;l) y z'(l;l) si z = e^' g ^ x:y ^ y u = g(x;y) viene definida 
por u. In (u -1) + xy - 1 = 0 . 

27) Sea z = f(x; y) definida implícitamente por z + ln(z) + = 2 verificar 

que se cumple: ff( 0;0) = f" (0;0). 


28) Siz + e z 1 +(x-l) 2 y = 2, ver si se cumple que /^(1;0) = /^(1;0). 

29) Sea z = /(x; y) definida implícitamente por z.e y ~ 2x = 5 , determinar la 
ecuación del plano tangente en (l;2;z 0 ) y utilizarlo para aproximar 
/(l,01;l,97). 


30) E1 plano 2x - 6y +3z = 49 es tangente a la esfera x 2 + y 1 +z^ = 49 . Cal- 
cular las coordenadas del punto de tangencia. 

31) Hallar los valores de k para los cuales elplano x+y + z = ke s tangente a 
la esfera que x 2 + y 2 +z 2 = 12 . 

32) Hallar las ecuaciones de los planos tangentes a la superficie esférica 
x 2 + y 2 + z 2 = 9 que sean paralelos al plano x +2 y - 2 z = 10. 

33) E1 plano z = x - y es paralelo al plano tangente al hiperboloide 
2x 2 — 2y 2 +z 2 = 1. Calcular las coordenadas del punto de tangencia. 
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34) Dada f(x;y;z) = x 2 +2xz + y 2 y P 0 = (1; 1 ;2), hallar f a en la dirección y 
sentido de máximo crecimiento de x 2 + y 2 +z 2 =6 en P 0 . 

35) Hallar las direcciones v según las cuales es nula la derivada direccional en 
(w;v) = (2;1) de la función z(x;y) = x + y.e x ~ y si x = g(u;v ), y = v 2 y x es- 
tá definida implícitamente por 2v - ux — lnx = 0. 

36) La ecuación Inz — 3>.e zy+x + 2y 3 —xy 2 = 0 define implícitamente a z como 
función dc x c y. Determinar la derivada direccional de / en (—1;1) en la 
dirección del punto (7;7). 

37) Sea z = f(x;y) definida implícitamente por z-y + ¡n(xz) = 0 , calcular 
aproximadamente h (1,02) si h = f ° g con g(t) = (t;t 3 ). 

38) La ecuación ln(y + z)+z-x 2 +y 2 = Odefíne implícitamente a z como 
fimción de x e y. Determinar la derivada direccional máxima de 
h = fogen (w;v) = (1;1) si g(u;v)= (wv 2 ;v-w 2 ). 

39) Hallar la ecuación del plano tangente de la fünción z = h(x;y) en el pun- 
to (2;l;ú(2;l))que resulta de z = u.e v con u = — , v = g(x;y), donde 

y 

g(x;y) queda definida implícitamente por in(l-v)+xy.e v =2 . 


y 

40) Dada z = arc tg —, 
x 


T 1 1 

x H— = t dh 

y , hallar — . 
. . dt 

x - 2y = 4t 


41) Dados los siguientes sistemas de ecuaciones que definen a una curva 
alabeada como intersección de dos superficies, obtener las ecuaciones de 
la recta tangente y del plano normal a las mismas en P 0 . 


Jx 2 +4y 2 +2z 2 =27 
| x 2 +y 2 — 2z 2 = 11 


Po = (3;-2;l) 
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\x 2 +z 2 - 25 = 0 

b) , , enP 0 = (3;3;4) 

[y-+z 2 -25 = 0 

¡3x 2 + 2y 2 +z 2 =49 

c) { en P 0 = (3;-3;2) 

i + y -2 z =10 


í x 2 + v 2 —z = 8 

d) / en P 0 = (2;-2;0) 

Ix — y +z +2 — 0 


\x 2 + v 2 + z 2 = 6 

e) ( ' en P 0 = (2; 1; 1) 

x—y—z=0 


\2x ¿ +3y ¿ +z ¿ = 9 

f) , , , en P 0 = (l;-1;2) 

[3x 2 + v 2 -z 2 =0 

y-e x sen(27rz) = 2 

g) , \ ' enP 0 = (0;2;l) 

I v“ -z-ln(x +1)=3 


42) Verificar si las siguientes superficies son tangentes 
í x 2 +4v + z z = 0 

a) 2 2 , enP 0 = (0;-l;2) 

[x ¿ + y~ + z" — 6z = — 7 

í x 2 +4y 2 -4 z 2 = 4 

b) \ . , , enP 0 = (2;l;l) 

I x 2 +y~+z —6x + 2z — 6y=—\0 


f _ í 2_2 

43) Sea la curva C: \ - > - determinar la posición relativa en- 

[z + 3 = 3y 

tre la recta tangente a C y el plano normal a C en P 0 = (5;0; -3). Se sabe 
que g'(°) = 5 . g'(2) = -2. 
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44) Investigar la posición relativa entre las siguientes curvas y superfícies 


a) f: [a;ú]—>9Í 3 //(?)= (t;e í ;e 2í ), +(x-lnyY = 0 

b) f: \a; b\ —> 9Í 3 //(?)= (— t 2 — \;t 2 +l;2t), z 2 +2y + 6x = 0 

c) /: [a;é]—> 9Í 3 / f(t) = (t -\;6t;2t 2 + ó), x 2 +y-z = 0 

d) /:[<*;&]-» 9t 3 //(f) = [cos'í/seft í;,sew(2f)] sobre 2xy-z = 0 

í 2 2 2 

V — x — z 

45) La intersección de las superficies / " ~ definen una recta que es 

[z = x 

normal a la superficie definida por z = f(x;y) en (1 ;0; 1). Hallar la ecua- 
ción del plano tangente a z en dicho punto y utilizarlo para calcular 
aproximadamente /(0,98;0,0l). 


46) Dada z = x + y.u 2 con u = f(x) definida por ln(u + x)-ux = 2 , resulta 
z = h(x;y). Determinar cuántos puntos en común tiene la curva de ecua- 
ción f(t) = (t 2 ;t-\;-t) con el plano tangente a la superficie de ecuación 
z = h(x;y) en P 0 = (-l;2;z 0 ). 

47) Determinar las ecuaciones simétricas de la recta normal a la superficie 
imagen de la / :91 2 —>91 3 / f(u;v) = (u + v;v 2 -u;u 2 ) en un punto 
P 0 = (x 0 ;y 0 ;z 0 ) = f(u 0 ; v 0 ) en el cual la misma sea paralela a la recta 

í 2x + 3y + 2z = 0 

tangente a la curva definida por < en Pi = (-1; 1 ;zi). 

[x + y 4 = 0 


48) Determinar la ecuación del plano tangente a la superficie imagen de la 

/ : 3i 2 —> 91 3 / f(u;v)= (uv;2u + 2>v;-u - 6v)en un punto P 0 = (jc 0 ;y 0 ;z 0 ) 

= f(u 0 ;v 0 ) en el cual el plano tangente a la misma es perpendicular a la 

, , _ Í5x + 5z 3 — 51z = 0 

recta tangente a la curva defamda por < en Pi iz\= 2. 

[y + sen (z — 2) — 6z = 0 
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Respuestas 


sen 


(xz) 


1 ) a ) > Z y r, 2 ( \ 

x 2x z + xy.cosyxz) 

b) z x (rr;0;0)= 0, z y (n; 0;0) = -l c) z;(0;0;0)= z)(0;0;0) = - 

• 3 z 


d) z x = 


1 - 2z ’ Zv 1 - 2z 


e) z' x (0;0;0) = 1, z (0;0;0) = 0 


■ _ 2yzcos(xyz)+3zx 2 • _ 2xzcos(xyz) + 3y^ 

2 xy cos(xyz) + x 3 


2xv cos(xyz) + x 3 

, - 

zV " 2 +2 

z^xe^" 

2zye xy ~ 2 — 1 ’“ v 

2zye xy ' 

- 2; f' 1 ) =2 ’<- 2; 

f,)fo 

4V 3 '-2e xz (xz+l) 

- 

e yz + zy.e yz + 2x 1 e xz ’ 

Z v 


4xe^-zV z 

j . ^,„y z a .% 2 » 12 


j) z' x (e;-l;l) = z' ( e ;-l;l) = —— 

e-1 


2) *;= z ,z = 


x-^ " y~ 

-y y — — __ 7 — 

5 xx 3 5 xy 

Z Z 


z 2 -y(x-y) „ 

,z 


3 


yy 


Z XX A 2 3 

4 y z 


1 4 ) a) z v =—^,b)z" (l;l;l) = ^7 5)z^ = z 

<sz 


54 


6) /;' 35 „(l;l;l) = |V2 l)a)m=z' x =-1,61, b) m =z^ =-1,81 

9) /(0,1;0,09) =-0,91 10) dz(l;l) = -dx-dy 
1 13 

H)a)T f =--^ + y, T„=2 x-1 b)^=x + l, j; n = -x + 3 


c) Tí = 2x, =-%x 


12) a) 7T r : x-y-2z-2 = 0 ,x-2 = 
7T,: x —jy + 2z —2 = 0, x —2 = 


d) y, = 2 , r„ ; x = 1 
y+2 z—1 


-1 -2 
y+2 z+1 


, v„=(l;-l;-2)c 
> v„ = (i;-i;2) 


-(*-J< 2 

3 

Z 

-2 

: (Ü2¡f 

8) 1,085 


-1 


2 
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b) n- 4x - 5 v - 9z -18 = 0 , — = ^±1 = —, v„ = (4;-5;-9) 

' ' 4 -5 -9 v 

z — 3 

c) n t : 2x + y + 3z-l4 = 0, x-2 = y-1= ~ ^ , v n =(l;l;3)ó 

T — 2 Z ~h 3 

n t : 2x +j-3z-14 = 0, ^/ =y-l= ~ »v„= (2/1;—3) 

„ x — 2y — lz + 1 , , 

d) /T,: 3x + 4y — 6z, — 16 = 0, —— = =— = ——, v „=(3;4;-6) 

3 4 —6 

e) /r,:3x-3;y-2z ( -18 = 0, ^ ^ ^,v„ = (3;-3;-2) 


13)P 0 =(4;2;8) 14) y ' x =- yÍ 2 , z' x = V2,15) y^ (l;l;l) = -|, ^(l;l;l) = ^ 
16) — (—1;0;1;0) = —1, 17) ^(l;l;0;0) = 1 

0X 0X 

18) / (l;l;l;l) = 3; / (l;l;l;l) = i; ^ (l;l;l;l) = i; / (l;l;l;l) = i 

ox 3 dy 3 dx 3 dy 3 

19) ^(1;0;2;1) = 0; (1 ;0;2; 1) = - ; |^( 1; 0;2;1) = 1; 

dx dy 2e dx 


X 1 2 4 4 2 

dv ,, „ . 1 . V -x „ X — M 

— (1;0;2;1)=— 20)z x =2v- n\ + 2u- 

oy 2e u 




21)X, 


» 2(x 2 +y 2 + z 2 )—2(xy + xz + _yz) 


( z ~yf 


; 22) |^=i 

0y 


23) No, porque ^ =0 24 ) z' (l;0) = 2 ; z' (l;0) = ~; 

d (x;y; z) 4 


25)z;(2;l) = -^ 0 ;z;(2;l) = -) 


25 


26) z;(l;l)=%e 2 ;z(l;l) = -l/e 2 


27) /;(0;0) = /;(0;0) = -3 28) /;(l;0) = /;(l;0) = 0 

29) z, =10x-5y + 5, /(l,01;l,97) = z,(l,01;l,97) = 5,25 

30) (2;-6;3); 31) A- = ±6 32) x + 2y-2z-9 = 0 o -x-2y + 2z-9 = 0 
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33) p 0 = (-y 2 ,-y 2 ;i); p, = (y 2 ; ] / 2 ;-\) 34) f a = 2 V 6 

35) V = (2;l), v 2 =(-2;-l) 36) / 5 '(-l;l) = -^ 37) A(l,02) = l,02 

38) máx / 7 -(l/l) = — 39) z, =-x-6y + 10 

dh —y 4-6 t 2 y 2 xy 2 12x 2 -3í 2 

dt x 2 + y 2 1 - 6x 2 y 2 x 2 + y 2 1 - 6x 2 j> 2 

41) a)r,: = = K : 10x + 6j + 9z„-27 = 0 

10 6 9 " 

x-3 y —3 z —4 „ „ 

b) r,: = ^^ = — n n : 4x + 4y - 3z„ -12 = 0 

c) r t : fzl = Z±l = fzl ji :10x + 14y —3z +18 = 0 

10 14 -3 " 

d) /-,: ±^- = ±±± = —, 7r :4x-y + 20z -10 = 0 

4 -1 20 

z — 1 

e) r,: y-l = ——;x = 2, ^„:.y-z„=0 

. x — 1 y + 1 z —2 „ 

f) r,: — = ^- = ^—, n n : 8x + 10y-7z„ = 12 

g) r,: —^ = ±-^- = ±-i, n n : (l - 8/r)x- 2ny - z n =-\-An 

1-8 K -2 K -1 

42) a) son tangentes, b) son tangentes 

43) La recta interseca al plano en P 0 = (l 1/2/3) 

44) a) yace sobre la superficie b) no tiene contacto con la superficie 

c) interseca a la superficie en P 0 = (1; 12; 13) d) yace sobre la superficie 

45) z, =2-x,/(0,98/0,01) = 1,02 

46) La curva corta al plano tangente en P 0 = (0; -1 ;0) y en Pi = (1; -2; 1) 


2 


5 


48) -9x + 25y + 5z- 225 = 0 
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Una función/(. x;y;...;w) es homogénea de grado n si al multiplicar las varia- 
bles por un parámetro t se obtiene la función multiplicada por t". 

\/te : f (tx\ty\...\tw) = t"f (x',yw) 

Ejentplos: 1) f(x; y) = x 3 - 2xy 2 

f(tx; ty) = {txf —2tx.(ty) 2 = t 3 .x 3 — 2t ,x.t 2 .y 2 = t 3 .(x 3 —2xy 2 ) = t 3 .f(x;y) 
=> que es homogénea de grado 3. 

2) / (x;y)= Vx 5 -2 x 4 y 

f (tx;ty)= ^¡(tx) 5 -2(txf ty = -Jt 5 .(x 5 -2x 4 _y) = 

= , !/2 .U?U7V=í 5/2 . f(x;y) 


=> que es homogénea de grado —. 


3) f(x;y) = sen — 

y 

r ¡ \ tx X n X 

j (tx;ty)=sen —=sen —=t .sen — 
ty y v 


que es homogénea de grado 0. 


Nota: que una función sea homogénea de grado 0 significa que la función 
permanece constante ante cambios proporcionales en sus variables. 






248 


Alejandro E. García Venturini 

Propiedades de las Funciones Homogéneas 


1) Teorema de Euler 


Si una función f es 
homogénea de grado 
n, en todo punto en el 
que sea diferenciable 
se verifica que la suma 
de los productos de ca- 
da variable por ias de- 
rivadas parciales res- 
pectivas es igual al 
producto de n por la 
función dada. 

Lo vamos a demostrar 
para una función de 
tres variables, pero su 
demostración se puede 
generalizar. 


Consideramos f(x:y;z): 

x ■ fx {x;y;z)+y. /' [x;y;z) + z. f' z (. x;y;z)= n . f {x;y;z) 


EULER, Leonhard ( 1707 - 1783 ): 

nació en Basilea, Suiza, en cuya universidad estudió con 
Johann Bernoulli. Nunca fue profesor universitario pero 
frecuentó las Academias. Trabajó en Berlín y San Peters- 
burgo, a donde se traslada en 1727 por sugerencia de Ber- 
noulli y llamado por la emperatriz Catalina II. 

Es allí donde muere de un ataque 
de apoplejía. Durante 25 años 
(1741-1776) por invitación del rey 
de Prusia, Federico II, trabaja en la 
Academia de Ciencias de Berlín, 
sin dejar sus actividades en San 
Petersburgo. Cuando se plantea 
quien lo va a suceder en Berlín, 
al decidir Euler su regreso definitivo a San Petersburgo, 
éste propone a Lagrange, candidatura que apoya también 
D'Alembert. Es el más prolífico matemático de todos los 
tiempos. Es uno de los creadores, tras Newton, Leibniz y 
los Bemoulli, del Análisis Matemático. A él se deben los 
estudios sobre el número e, desarrollos en serie, la designa- 

ción de i para la -J— 1 , etc. Fue alumno de Johann Bemou- 
lli, a quien fue presentado por su padre el pastor Paul Euler. 
Este hizo que Leonhard también fuese pastor. En 1735 
perdió el ojo derecho en una congestión cerebral y a partir 
de ese momento sufre de una ceguera progresiva. 
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Demostración 

Si/es homogénea de grado n se verifica que: f(tx;ty;tz) = ?" . f(x;y;z). 

Efectuamos el siguiente cambio de variables: u=tx, v=ty, w=tz, se obtiene así 
una función / (u;v;w) que es función compuesta de t a través de u,v,w. 

u 


f 






w 

Derivando respecto de t se obtiene: 

f 'u ( tx;ty;tz).^f + f' v ( tx;ty;tz).^ + f' w (tx;ty;tz).^f = n.t "~ l ./( x; y;z) 

du dv dw , , , 

pero — = x — = y — = z, reemplazando queda: 
dt dt ' dt 

xf’ u (tx;ty;tz)+ y.f (tx;ty;tz) + zf w (tx;ty;tz) = n.t"~\f (x;y; z) 
expresión que se verifica para cualquier t. Hacemos t = 1: 

./ (x;y;z) + y.f' y (x;y;z) + z.fi (x;y;z) = n.f(x;y;z) 


La propiedad se puede demostrar también en el otro sentido, es decir que si una 
función verifica el teorema de Euler, entonces es homogénea (para n > 0). 




250 


Alejandro E. García Venturini 


Ejemplos a) / (x; y; z ) = x 3 - 2xv 2 - z 2 x 
primero verificamos que sea homogénea: 

f(tx;ty;tz ) = {txf - 2{xt\yt)~ -{tzf {tx) = t 3 [x 3 -2xy 2 - z 2 x ) 
es homogénea de grado 3. Verificamos ahora el teorema de Euler: 

xf' x {x; y; z) + yf' y {x; y; z) + z.f’fx; y; z) = 3 .f{x; y; z) 

x.(fx 2 —2y 2 — z 2 )+y.(—4xy) + z.(—2xz) = 3x 3 —2 xy 2 — xz 2 — 4xy 2 — 2xz 2 
3x 3 — 6xy 2 — 3z 2 x = 3^x 3 —2xy 2 — z 2 x) = 3.f(x; y; z) 

con lo cual queda verificado el teorema de Euler. 

Como las derivadas parciales son continuas para todo par ordenado de núme- 
ros reales, la función es diferenciable en todo 9Í 2 por lo que el teorema se 
verifica para todo (x;y) e 9Í 2 . 


b) f{x;y)= yJx 4 +2 y 4 

primero verificamos que sea homogénea: 

/ (tx;ty) = yj(t x) 4 +2{ty) 4 =^jt 4 . (x 4 +2 j 4 ) = t 2 .-<Jx 4 +2y 4 = t 2 .f(x;y) 


es homogénea de grado 2. Verificamos ahora el teorema de Euler: 
xf' x (x;y) + yf' y (x;y) = 2.f(x;y) 


4 x 3 


x.- 


i_ y 

2 yjx 4 +2y 4 2 jx 4 + 2 v 4 2^x 4 +2y 4 2^x 4 +2y 




4x 4 +8y 4 _ 4 ( x4+2 /) _ 0 í 

I /5 ~ a _ / a ~ 7 ' 


x 4 +2y 4 
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2) Toda función homogénea de dos variables de grado n se puede expresar 
como función del cociente entre las variables dividiendo la función por x: 


Demostración 


f{x;y) _ M (y' 


= (p 


\x J 


f(tx;ty ) = t n f(x;y)=> haciendo t = — que 


f\ i; — 


_ f(x;y) f(x;y) _ Jy 




3) Toda función homogénea de grado n tiene por derivadas a funciones 
homogéneas de grado n— 1 . 

Demostración 

f(tx;ty)=t”.f(x;y)^f' x (tx;ty).t =t".f x (x;y) 

:.f' x (tx;ty) = t n -\f' x (x;y) 


análogamente se demuestra que f y (tx;ty)=t " 1 . f (x; v) 

4) Si/es una función homogénea de grado n y g cs una función homogénea 
de grado r, el cociente entre ambas funciones es una función homogénea 
de grado n — r. 

Si/ (tx;ty) = t ”. f(x;y) y g (tx;ty) = t'.g (x;y) => — (tx; ty)= 1 = 

g * ■g{ x ;y) 

= t"~ r — (x;y) , con g(x;y) * 0 
8 

Caso particular: E1 cociente de dos funciones homogéneas de igual grado es 
una función homogénea de grado 0. 
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Propiedades de las funciones homogéneas lineales 


a ) f{x;y)=x.(p 


Demostración 


V 

Uv 


/ ( tx;ty)= t. f (x;y) => haciendo ? = — sc obtiene: 

/ (x;y) = x. (p 


f 


f ^_ f ( x;y ) 


iU 

V xj 


y 

\XJ 


b) f(x;y )=y.(p 


r \ 
x 


\y. 


Demostración 


f (tx; ty)= t.f (x;y) => haciendo t = — se obtiene: 

y 


/ 

( \ 
— ;1 

f(x;y) \ 

~ ' =>f(x;y)~y.<p 

Í X 1 


U ) 

y 

[yj 


Derivando las expresiones de las propiedades a y b se obtienen las propieda- 
des c y d. 


c) ,f=<P 

(V 

_ 

(y 

■ <p x 

(¿ 

d) j 

f 'y = <P 

( \ 
X 

— 

( \ 
X 

• <Py 

( \ 
X 


\x y 


u. 


u. 



x y. 


x y. 


x y x 
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A) Determinar si las siguientes funciones son homogéneas o no. Si io son 
verificar el teorema de Euler 

1 ) z = 3x 4 — xy 3 + y 4 2) z = 2xy — 3x' + x 1 y 3) u = x 3 — y J + xyz 

4) z = -Jx 4 +2 y 4 5) u = -Jx 2 + v 2 + z 2 6) z = -Jx 3 + 4 y 3 

7) z = cos — 8) z = x.tg — + -yjx 2 + v 2 9) u = y¡x 2 y + 4y 3 - z 3 


y 


10) z = y 2 ,ln 


x + y 
x — y 


y 


11 )z = 


In x — In y 

V - v +y 


B) Demostrar que sif(x;y) es una función homogénea de grado 4 entonces: 
a ) x -fl+y-fly=3f' x b) X ,C +y,C = 3.f 


Respuestas 

A) 1) sí, de grado 4 2) no 3) sí, de grado 3 4) sí de grado 2 

5) sí, de grado 1 6) sí, de grado 3/2 7) sí, de grado 0 8) sí, de grado 1 

9) sí, de grado 3/2 10) sí, de grado 2 11) sí, de grado -1/2 

B) sugerencia: partir del grado de homogeneidad de f y f respectivamente. 
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Desarrollo de campos 
escalares de dos variables 


Fórmula de Taylor. 

Fórmula de Mac Laurin. 
Desarrollo en potencias. 

El término complementario. 
Aproximación de funciones. 
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Fórmula de Taylor y Mac Laurin 


Antes de analizar el tema para funciones de dos variables independientes repa- 
samos brevemente la fórmula de Taylor y Mac Laurin para funciones de una va- 
riable independiente. 


Fórmula de Taylor para Funciones de una variable 


Se trata de aproximar una función derivable mediante 
un polinomio particularmente elegido y precisar el 
error o aproximación que se comete al reemplazar el 
valor de la función en un punto cualquiera x de su 
dominio por el valor en el mismo punto del polinomio 
seleccionado. 

T c =/(*) -p(x) 



es el error que se co- 
mete y se denomina 
término complemen- 
tario. 

Polinomio de Taylor 

Si una función / tiene 
n derivadas sucesivas 
finitas en un punto x 0 , 
existe y es único el 
polinomio de grado n 
cuyas derivadas suce- 
sivas coinciden con 
las derivadas de la 
función / (se llama 
polinomio de Taylor). 


TAYLOR, Brook (1685-1731): matemático 
discípulo y colaborador de Newton. 

Fue secretario de la Academia de 
Ciencias de Londres mientras New- 
ton era su presidente. Fue el primero 
en escribir las fórmulas de los desa- 
sarrollos en serie que llevan su nom- 
bre y el de Mac Laurin. 

Este último planteó el dominio de 
aplicabilidad de las mismas. Aunque quien da la fór- 
mula para un número finito de términos es Lagrange. E1 
desarrollo en serie fúe descubierto en 1712 y publicado 
en su obra Methodus incrementorum directa e inversa 
escrita entre 1715 y 1717. Pero esto se ignoró durante 
medio siglo hasta que Lagrange la puso de relieve. Pero 
el teorema lo demuestra Cauchy. A él se debe el método 
de integración por partes. 



PÁ X ) =/(t>) + /'( x o)-( x -*o) + ~ ^ 0 ^ (x-x 0 ) 2 + ^ }'°l (x-x 0 ) 3 + . . .+ ■ ^ .{x-xj 


2! 


3/ 


Este polimonio recibe el nombre de polinomio de Taylor. 
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E1 polinomio se aproxima a la función en un entomo de x = x 0 . Si queremos 
calcular el valor de la función en un punto _v próximo a x 0 , calculando su 
valor en el polinomio en lugar de hacerlo en la función, su aproximación 
depende de la proximidad que tengan x 0 y x y de la cantidad de términos del 
polinomio de Taylor que se consideren. 

Las n derivadas de p(x) coinciden cn x 0 con las n derivadas de f(x)\ 


Pn (*0 )=f( X 0 )> Pn ( X 0 )=/ ( X 0 \ PÁ X o) = f'( X 0 ). ■ ■ ■ . Pn ( X o)= f" ( X 0 ) 


Término complementario 

Falta determinar el error T c que se comete al utilizar el polinomio en lugar de 
la función. 


R(x) = f (x) - p (x), es decir que el resto o término complementario es la 
diferencia que hay entre el valor real de la función y el que se obtiene con el 
polinomio. E1 valor del resto depende de la proximidad entre x y x 0 y dc la 
cantidad de términos que se desarrollen del polinomio. 


Lagrange, que fue el que descubrió la importancia de la fórmula de Taylor 
muchos años después de su muerte, fue el que determinó el valor del término 
complementario que lleva su nombre, término complementario de Lagrange. 


Determinó que el resto es: 


ITM 

(n +1)/ 


(x-x 0 )" +1 


con 


x 0 < C < X 


Finalmente se obtiene la fórmula de Taylor. 


f(x) = f(xf) + f'(x Q ).(x-x Q )+ ^^°) .(x-xJ + / ^°\ (x-xj + 


+ 


n! (n + 1 )! 


La fórmula de Taylor se obtiene sumándole al polinomio de Taylor el término 
complementario. 
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Fórmula de Mac Laurin 

Es un caso particular de la 
fórmula de Taylor, cuando 
x 0 = 0. E1 polinomio tiene 
potencias de x. 


MAC LAURIN, Colin (1698-1746): matemático 
escocés, discípulo y colabora- 
dor de Newton. Fue profesor 
en la universidad de Edimbur- 
goentre 1725 y 1745. Plan- 
teó el problema del dominio 
de aplicabilidad de las fórmu- 
las que llevan su nombre y el 
de Taylor, aunque fue Taylor 
el primero en escribirlas. 

Lagrange da la fórmula para 
un número exacto de términos. 



/W=7(o)+/(o).x+^.x 2 +^./+. 

+ .r(o) 

, / " +I ( c ) «+i 

(« + !)/ 



Expresión diferencial de ambas fórmulas 



Si consideramos hasta el ténnino de 1° orden tenemos la aproximación lineal 
que corresponde a la aproximación que se obtiene aplicando diferenciales, es 
decir que el polinomio de aproximación es el plano tangente. 
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Fórmula de Taylor para Campos Escalares de dos 
Variables 


Daremos una forma intuitiva de obtener la fórmula de Taylor para un campo 
escalar de dos variables a partir de la fórmula para funciones de una variable. 
Se trata ahora de obtener un polinomio que aproxime a una función de 
dos variables z=f (x\y) en un entomo de un punto Po = (jc 0 ;y 0 ) que pertenece 
al dominio de la misma y en el cual es diferenciable hasta el orden n+ 1. Esto 
implica conocer el valor de las sucesivas derivadas continuas hasta el orden 
n en P 0 y las derivadas de orden n +1 en un entomo de P 0 . 

Para ello partimos de la expresión diferencial de la fórmula de Taylor para 
funciones de una variable. 


Si reemplazamos los diferenciales por las expresiones correspondientes a los 
diferenciales sucesivos para campos escalares de dos variables se obtiene: 

/(.v;,v) / (,v 0 ,-v„) • ( //ív,:y„) • ll ' /U:vJ • </¡ • f/ i 


2! 


3/ 


Si desarrollamos los diferenciales obtenemos la fórmula de Taylor desarro- 
llada. 

f(x;y) =f{x 0 ,y 0 ) +.K (x 0 ;y 0 ). dx + f’ y (v 0 ;y 0 ) . dy + 

+ Y, k(Wo)-* 2+ 2/J) ( x o’To) -dx.dy + f" xy (x 0 ;y 0 ) .dy 2 J+ 

+ (-VTo) • dx 3 +3 f xxy (x 0 ;y 0 ). dx 2 .dy +2> fK(x 0 ;y 0 )-dx.dy 2 +f' m (x 0 ;y 0 ).dy\ 

■ ■ ■ + T„ + 


Expresión del término complementario 

Para una función de dos variables el término complementario tiene la 
siguiente expresión: 


T n+l = d n+i f(c,;c 2 ) x 0 <ci<x, y 0 <c 2 <y 
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Fórmula de MacLaurin 

Si el punto P 0 = (x 0 -,y 0 ) es el origen de coordenadas, se obtiene la fórmula de 
Mac Laurin para campos escalares de dos variables. 

f(x;y) ./ (0.0) • /;' (0.0). dx +f y (0.0). dy + 


k [/'.'.(0.0) .dx 2 + 2 f’ (0.-0). dx . dy + f (0;0 ).dy 2 \ 


2! 


+ ‘,k: ("••o).</v ! -3/:.,(o.o) .d X \d y +ifj$$\dx .^ 2 +/;(o;o)^ 3 ] n 


Ejemplo 

z = x 2 .e 2y , hallar/(1,1;0,1) utilizando la fórmula de Taylor hasta 2° orden. 

Desarrollamos la función en un entomo de Po=(l;0), punto próximo a 
P = (1,1;0,1) 


Calculamos las derivadas hasta 2° orden inclusive. 


/(1/0) =1 


fx = 2x -e 


2 y\ 


1 ( 1 . 0 ) 


= ->^ 2 2 y 


fy = 2x "e 

f> 2 > 


l(i.o) 


1 ( 1 , 0 ) 

T« ~ W 1( W) 


—> 

—5- 

—> 

—> 

—> 


2 

2 

2 

4 

4 


reemplazando en la fórmula de Taylor: 


‘' 2 .e 2y = 1 + 2 (x —l) + 2 y + — 2 (x —1)“ + 8 (x-1) y + 4y 2 


Calculamos ahora/(l,l;0,l) 


fórmula de 
Taylor 
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l,l 2 .e 0 ’ 2 =1 +2.0,1 + 2.0,1 



8.0,1.0,1+4.0,l 2 ] =1,47 


Vemos ahora una demostración más formal que nos permite llegar a la 
misma expresión que hemos obtenido intuitivamente. 


Demostración de la fórmula de Taylor 

Conocidos el valor de la función y el de las sucesivas derivadas en P 0 = 
(x 0 ;y 0 ), buscamos una expresión que permita conocer el valor de la función 
en un punto P = (x;\j perteneciente al entomo de P 0 . 


Nos ubicamos en el punto Q(x 0 +/r,y 0 +ic), siendo h y k los incrementos de x e 
y respectivamente. Expresamos las coordenadas de un punto Pe E (x 0 ;y 0 ) de la 
siguiente manera: 


í x = x 0 +t.h 

1 y = y 0 +t-k 


0 < t < 1 


Si t = 0, P = P 0 , si í=l,P = Q 

De esta manera podemos expresar una 
función de dos variables en función de 
una sola variable que es t. 

z = f (■ *:y) = f {x 0 + t.h; y 0 + t.k)= F (t) 


z 



Aplicamos a F (t) la fórmula de Mac Laurin para funciones de una variable. 


F(t)=F(0) + F' (0).t + ^M.t 2 + F ^ .t 3 + ... + ^^-t n + Tc 

2! 3/ n! 


Hacemos t =1 para obtener el valor de F(t) en Q. 


F (l)= F (0) + F' ( 0) 


, . ^( 0 ) 


£"'(0) Wo) 


( 1 ) 


2! 


3/ 


n! 
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Calculamos las derivadas sucesivas de F(t) en t = 0 para reemplazar en (1). 
Debemos tener en cuenta, al derivar, que F es función compuesta de t a 
través de x e y. 

F '(t) = /,' ( x 0 + ht;y 0 +kt).^- + f" (x 0 + ht;y 0 +kt).^~ 

dt dt 

=> F '{ 0 ) = f.l( x 0 iy 0 )- h + fy{ x 0’'y 0 )- k = d f{x 0 ;y 0 ) 

F "(0 = [/» (x 0 +ht;y 0 +kt).h + f^(x 0 +ht;y 0 +kt).k].h + 

+ [ fxy (x 0 +ht ;y 0 + kt).h+f^ (x 0 +ht ;y 0 +kt).k\.k 
=> F " (0) = /¿(v y 0 )-h 2 + 2 fl(x 0 ; y 0 ) .h k + f’„(x 0 ;y 0 ) .k 2 = d 2 f (x 0 ;y 0 ) 


F"(0)=d n f(x 0 ;y o ) 


Si además tenemos en cuenta que F (\) = f (x 0 + h t; y 0 + k t)= f (x;y) y que 
F (o) = f( x 0 ;yo), reemplazando en (1) se obtiene la expresión diferencial de la 
fórmula de Taylor: 


rt \ rt \ , jrt \, cf f(x 0 ;y 0 ) , d* f(x 0 ;y 0 ) , , d" f(x 0 ;y 0 ) , 

f(x;y) =f(x 0 ;y 0 ) + df(x 0 ;y 0 )+ ---+--- +... +-+ 


2/ 


3 / 


+ T „ + 1 


La Fórmula de Taylor y el Teorema de Lagrange 

Si consideramos solo el primer término del desarrollo de Taylor y por lo 
tanto el término complementario es el diferencial de primer orden tenemos: 

/ ( x ;y) = /(ti-'To )+ d f (c ; c 2 ) 

f( x ;y)-f( x 0 ;y 0 ) = fx (q;e 2 ).dx + f'y (c l ;c 2 ).dy = Az 


Que es la expresión del Teorema de Lagrange. 
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Ejercicios Propuestos 


1) Desarrollar ias siguientes funciones en el entorno de ios puntos indicados 
hasta 2° orden aplicando ia fórmula de Tayior. 

a) z = In (xy) en P 0 = (1; 1). b) z = sen (2 xy) en P 0 = ;lj . 
c) z ^x./en P 0 = (1;0). 


2) Desarrollar las siguientes funciones en el entorno detpunto indicado o en 
las potencias indicadas apiicando ta fórmula de Taylor o Mac Laurin se- 
gún corresponda, hasta las derivadas terceras inclusive. 


a) z = x 3 +2 xy - x + y' en un entomo de P 0 = (1 ;2). 

b) z = e' +2y en un entomo P 0 = (2;0). 

c) z = e.cos y en un entomo del origen. 

d) z = e xy en P 0 = (1; 1) y hallar aproximadamente/(1,1; 1,2) 

e) z = e x+y en potencias de (x - 1) y de (y - 1). 

f) z = sen (x + y) en potencias de ^x - y j y 

g) z = sen (x - 2y 2 ) en un entomo del origen. 

h) z = e. In (1 +y) en un entorno de P 0 = (0;0). 



3) Calcular el vaior aproximado aplicando la fórmula de Taylor o Mac 
Laurin hasta Jas derivadas segundas inclusive de: 


a) arc tg 


1,05 

TT 


b) l,l 2 .(e 0,1 ) 2 


4) Calcular el vaior aproximado apticando ta fórmula de Tayior o Mac 
Laurin hasta las derivadas terceras inclusive de (2,03) 3 .(0,96) 2 . 


5) Utiiizar la fórmula de Mac Laurin para aproximar f 
z = cos x. cosy, hasta n = 4. 


f n 


30 36 


si: 


6) Verificar queparapequeños valores dexey es: e . sen y =y + xy 
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7) Desarrollando por Taylor hasta 2° orden inclusive calcular f (0,09;1,1). 
cuando z =f(x;y) viene definida implícitamente por 8xz - 3 xy + In (zy) = 0. 

8) Probar que sen y.cos x= jjx - y j.(y - n) en un entorno de P 0 = jjy; n j . 

9) Dada F{x ;y;z) = x'y — z 1 =0, obtener el polinomio de Taylor de 2° 
grado en un entorno de Pq = (1; 1) si z =f (x;y) > 0. Trabajar con la fonna 
implícita de la función. 


Respuestas 

1) a) In (xy) = — 2 + x + y — -^-(x —1)" — z¡(y~ 1)" + f 

b) sen(2xy) = \-2^x- jj -n{^x-^(y-\)-^(y-\)~ +fi 

c) x.e y =x + y + (x-í).y + ^y 2 +T 3 


2) a)z = -22 + 6x + Uy + 3(x-l) 2 +2(x-\)(y-2) + 6(y-\) 2 +(x-\f + 

+(y-rf+T 4 

b) z = e 2 +e 2 (x —2)+ 2e 2 y +— \e 2 (x - 2) 2 + 4e 2 (x — 2)y + 4e 2 y 2 ]+ 


— [e * 1 2 (x-2) 3 +6e 2 (x-2) 2 v + 12e 2 (x-2)y 2 +8e 2 y 3 ] 


3/ 

2 2 3 2 

, , x y x xy _ 

c) Z — 1 + X H - 1 - 1 - b r 4 

2 2 6 2 


+ T a 


d ) z = e + e(x -1)+ e(y - l)+-^-[e(x-l) 2 +4e(x-\)(y - \)+e(y-\) 2 ] 
[e(x - 1) 3 + 9e(x - l) 2 (y -1)+ 9e(x - l)(y -1) 2 + e 2 (y- 1) 3 ]+ T Á 
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e) z = e 1 + e 2 (x -l) + e 2 (y -l)+^-[e 2 (x -l) 2 +2e 2 (x -l)(y -l)+ e 2 (y -l) 2 ]+ 
^[e 2 (x-l) 3 +2e 2 (x-\) 2 (y-\)+3e 2 (x-Í)(y-\) 2 +e 2 (y-\) 2 ]+T, 


z (1,1; 1,2) = 3,7367 
( 

í)z = - 


f n ) 


í >0 

1 

f n'\ 

3 

í 

2 

r 


— 

v- 

H- 

x - 

+ 3 



y - 

l 2 J 


l 2 ) 

3/ 

V 2 ) 


l 2 J 


l 2 J 


n 

x - 


\r 


y- 


n 




f n 

[ y ~2 


+ T, 


g) z = x-2y 2 -i—+T 4 


2 2 2 3 

, N V x v xy y 

h ) Z -y + xy- —+ — - — + —+ T< 

3) a) 0,762273 b) 1,47 4)7,709571 5) cos^.cos^ = 0,9907374 


7) /(0,09; 1,1) = 1,02925 

9) P 2 (x;y) = ~ + x + f^y + ^(x- l).( y- 1)-^(y-1) 2 
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Extremos libres de campos escalares. 

Condiciones necesarias, condición 
suficiente: el hessiano. 

Extremos condicionados de campos 
escalares. 

El método de los multiplicadores de 
Lagrange. 
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Para funciones de una variable 

Antes de analizar el tema para funciones de dos variables haremos un breve re- 
paso del tema para funciones de una sola variable. 

Máximo relativo 

Una función definida en un conjunto A alcanza un máximo relativo en 
x = xq e Df si el valor que toma la función en ese punto / (x 0 ) no es superado 
por ningún otro valor que toma la función en un entomo del punto x = x 0 . 

=> Vx G E*(x 0 ):f{x)<f{x 0 ) 


Mínimo relativo 


Una función defínida en un conjunto A alcanza un mínimo relativo en 
x = x 0 e Df si el valor que toma la función en ese punto / (x 0 ) no supera a 
ningún otro valor que toma la función en un entomo de x = x 0 . 


=>Vx eE*{x 0 ):f{x)>f{x 0 ) 


En x = x¡ la función alcanza un máximo relativo 
En x = x 2 la función alcanza un mínimo relativo 

Criterios para el cálculo de extremos relativos 

(para funciones derivables) 

Criterio de la derivada l°o condición necesaria 

Si una función alcanza un extremo relativo en x = 
punto es 0. 



Eso se debe a que si /' (x 0 ) fuese < 0, la función sería decreciente en ese 
punto, si/' (x 0 ) fúese > 0 la función sería creciente en ese punto. Y como en 
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los puntos en los cuales la función alcanza un extremo relativo no es crecien- 
te ni decreciente entonces su derivada primera debe ser 0. Esta condición es 
necesaria pero no suficiente. 

Criterio de la derivada 2°o condición suficiente 

Si f tiene derivada fmita enx = x 0 ,f'(x¿) = 0 y : 

f " (x 0 ) < 0 => enx =x 0 hay un máximo relativo. 
f" (x 0 ) > 0 => enx =x 0 hay un mínimo relativo. 

EXTREMOS RELATIVOS LIBRES PARA CAMPOS DE DOS VARIABLES 
Definiciones 

Un campo z=f (x;y) alcanza un máximo relativo 
libre en un punto P 0 = (x 0 ;y 0 ) de su dominio si 
\/(x;y) de un entomo reducido de P 0 se verifica que: 
f(x;y) < f(x 0 ;y 0 ) => f(x;y) - f(x 0 ;y 0 ) < 0. 

Un campo z = / (x;y) alcanza un mínimo relativo 
libre en un punto P 0 =(x 0 ;vo) de su dominio si 
V(x;y) de un entorno reducido de P 0 se verifica 
que: f(x;y) > f(x 0 ;y 0 ) f(x;y)-f(x 0 ;y 0 ) > 0. 


Buscamos ahora las condiciones necesarias y suficientes para que un campo 
escalar de dos variables z =/ (x;y) diferenciable alcance un extremo relativo li- 
bre en un punto de su dominio. 

a) Condiciones necesarias 

Para que el campo z = f(x;y) alcance un extre- 
mo relativo libre en un punto P 0 = (x 0 ;> ; o) de su 
dominio debe verificarse que: z/xo;y 0 ) = 0 y 
z y '(x 0 ;y 0 ) = 0, es decir que el gradiente de / sea 
el vector nulo. V/(P 0 ) = l/(P 0 );4(P 0 )J = 0. 
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Esto se debe a que si la función alcanza un extremo relativo libre en 
P 0 = (x 0 ;_Vo) también deben alcanzar un extremo relativo libre en ese punto las 
funciones f (xyf yf (x 0 ;y) cuyas gráficas son las curvas intersección de la su- 
perfície con los planos x = x 0 c y = y 0 . 

Cada una de estas curvas representa una función de una sola variable. Si le apli- 
camos a cada una de estas funciones la condición necesaria para la existencia de 
extremos relativos libres para funciones de una variable queda: para f (x;y (í ) su 
derivada f' (x 0 ) = 0. Pero f' (x 0 ) = z/ (x 0 ;y 0 ). 

Para f, (x 0 ,y) su dcrivada / 2 ' (y 0 ) = 0, sicndo/ 2 ' (y 0 ) = z y ' (x 0 ;y 0 ). Las derivadas so- 
bre las curvas en el punto P 0 = (x 0 ;y 0 ) coinciden con las derivadas parciales sobre 
la superficie. 

Pero estas condiciones son necesarias pero no suficientes, al igual que para fun- 
ciones de una variable independiente la anulación de las derivadas de 1° orden 
no aseguran la existencia de extremos. Los puntos donde las derivadas primeras 
se anulan se llaman puntos críticos. 

b) Condición suficiente 

Para hallar la condición suficiente consideramos el desarrollo de Taylor hasta 
las derivadas segundas inclusive en un entomo de un punto crítico. 

/ ix;y) = /(x 0 ;y 0 )+ f (x 0 ;v 0 ).dx + f (x 0 ;y 0 ).dy + 

j \fL (x 0 ;y 0 ).dx 2 + 2f xy (x 0 ;y 0 ).dx.dv + f^ (x 0 ;y 0 ).dy 2 ]+T 3 (x;y) 

Si el punto es crítico, las derivadas primeras se anulan, por lo tanto, pasando 
/(x 0 ;y 0 ) al 1° miembro queda: 

f(x;y)-f(x 0 ;y 0 )= 

j \f"xx ( x o :y 0 )-dx 2 + 2 f” y (x 0 ; y Q ).dx. dy + f" yy (x 0 ;y 0 ).dy 2 ]+T 3 (x;y) 

Si la diferencia que figura en el 1° miembro es mayor que 0 en un entomo 
del punto, por las definiciones vistas, en P 0 = (x 0 ;y 0 ) hay un mínimo relativo 
libre; si esa diferencia es menor que 0 en el punto la función alcanza un má- 
ximo relativo libre. Para saber si la función alcanza un extremo relativo libre 
debemos poder asegurar que el signo de esa diferencia se mantiene constante 
en un entomo de P 0 = (x 0 ;y 0 ). 
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Pero analizar el signo de la diferencia equivale a analizar el signo del corchete 
que figura en el 2° miembro ya que T 3 (x;y) toma un valor despreciable para pun- 
tos suficientemente próxmios a (x 0 ;yo)- Por lo tanto el signo de esta diferencia 
depende del signo del í/ 2 /'(xo;y 0 ). 

Si d 2 f(x 0 ;yo ) > 0 la función alcanza un mínimo relativo libre en P 0 = (x 0 ;v 0 ), 
si d 2 f(x 0 ;y 0 ) < 0 la función alcanza un máximo relativo libre en P 0 = (x 0 ;v 0 ). 

E1 problema es asegurar el signo del d 2 f(x 0 ;y 0 ) V (x;y) e E*(x 0 ;y 0 ). P ara cso 
debemos buscar otra expresión del d 2 f cuyo signo no dependa de los signos 
de los dx y dy, porque si el signo del d 2 f(x 0 ;y 0 ) depende de los signos de los 
dx y dy para algunos (x;v) la diferencia puede ser positiva y para otros nega- 
tiva y por lo tanto no se puede asegurar la existencia de un extremo. Para ob- 
tener dicha expresión efectuamos las siguientes sustituciones: 


f 'ix { x 0 ;y 0 )= A ’ f'xy i x 0’'y 0 )= B ’ f" yy t 0 )= c 

d 2 /(x 0 ;y 0 ) = A.dx 2 +2B dx.dy +C.dy 2 multiplicando y dividiendo por 0 
(luego veremos que ocurre si A = 0) queda: 

, „/ \ A 2 .dx 2 +1 A B dx.dy+A C.dy 2 , , , 2 

d~ J U 0 />’ 0 j = -, sumando y restando B~.dy~ 


queda: 

d 2 f{x 0 ;y 0 )=- 

agrupando queda: 


_ A z .dx 2 + 2 AB dx.dy + A C.dy 2 + B 2 . dy 2 - B 2 .dy 2 

A 


i f ( Xo;yo )= { A -dx + B.dy) 2 + {AC-B 2 )dy 2 


E1 factor AC-B 2 recibe el nombre de Hessiano (H), debido al matemático ale- 
mán Hesse. 


Elemos obtenido una expresión cuyo signo ya no depende de los signos de los 
dx y dy. Analizamos ahora su signo: 

Si H (.x 0 ;y 0 ) > 0 el signo del <f f (x 0 ;y 0 ) depende del signo dc A y por lo tanto hay 
extremo. 
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E1 plano tangente es paralelo al 

A> 0 => d 1 f (x 0 ;y 0 ) > 0, por 

lo cual la función alcanza un 
mínimo relativo libre en P 0 . 

La superficie está por sobre 
el plano tangente. 

A <0 => d 2 f(x 0 ;yo) < 0, por 

lo cual la función alcanza un 
máximo relativo libre en P 0 . 

La superficie está por debajo del plano tangente. 

Si H(x 0 ;y 0 ) < 0 el signo del d 2 f (x 0 ;y 0 ) depende de los signos de los dx y dy, 
por lo tanto no hay extremo relativo. Estamos en presencia de un punto de 
ensilladura (el plano tangente atraviesa la superficie). 

Si H(x 0 ;y 0 ) = 0 cl d 2 f (x 0 ;y 0 ) puede ser positivo o 0, no se sabe si hay o no 
extremo, para saber lo que ocurre hay que analizar las derivadas de orden 
superior. Este caso recibe el nombre de caso dudoso. 


plano (xy). 


HESSE, Ludwing Otto (1812- 1874): 

matemático alemán que se de- 
dicó a la geometría analítica 
conocido por el detenninante 
hessiano introducido en 1842 
mientras investigaba curvas 
cuadráticas y cúbicas. 

Enseñó en Hcilderberg y en 
Munich. 



Finalmente podemos decir que la condición suficiente para que una función 
de dos variables alcance un extremo relativo en un punto (x 0 ;y 0 ) de su domi- 
nio es que el Flessiano en el punto sea mayor que 0. 


E1 Hessiano se puede expresar como un determinante formado por las deri- 
vadas segundas: 


H (x 0 ;y 0 )= 


A B 


/xx ( X 0''F 0 ) fyx U-'Fo) 

B C 


f'yx (•FriFo) fyy U-'Fo) 


Clasificación de los puntos 


a) Pimto estacionario: si las derivadas primeras se anulan. 

b) Punto elíptico: si el hessiano es mayor a ccro. H > 0. Hay extremo. 

c) Punto hiperbólico: si el hessiano es menor a ccro. H < 0. No hay extremo. 

d) Puntoparabólico: si el hessiano es ccro. H = 0. Caso dudoso. 
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▲ 


z 


Z 4 


* ▲ 




Máximo Mínimo 

Cálculo de los extremos relativos libres 


Punto de ensilladura 


Para calcular los extremos relativos libres se siguen los siguientes pasos: 

a) se calculan las derivadas parciales de 1° orden y se igualan a 0. Resolviendo 
el sistema de ecuaciones se obtienen los puntos críticos. 

b) se calculan las derivadas parciales segundas, se forma el Hessiano y se anali- 
za el signo del mismo en cada punto crítico para determinar cuales de los 
puntos críticos son extremos. 

c) se analiza el signo de z xx en los puntos seleccionados en b) para determinar 
que tipo de extremos son. 

Ejemplo: z = x 2 - xy + y 2 + 3x - 2y +1 


í z x = 2x-y + 3 = 0 
\z y = — x + 2y — 2 = 0 


, 3’3 y 


hay un solo punto crítico. 


b) 




= 2 

= "1 => H ( P o) = 
= 2 


2 

-1 


-1 

2 


= 3 > 0 => existe extremo. 


c) z H = 2 > 0 => el extremo es un mínimo relativo libre. 
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Caso en queA= 0 y CVO 

é/ 2 /(x 0 ;j 0 ) = 2 B dx.dy + C dy 2 , multiplicamos y dividimos por C y completa- 
mos cuadrados: 



E1 signo del numerador no se mantiene constante por lo tanto en este caso no 
hay extremo. 

Caso en queA= 0 v C = 0 

Si A y C valen 0, d 2 f{x 0 ;y 0 ) = 2 B dx.dy, vemos claramente que tampoco en 
este caso se mantiene constante el signo del d 2 f y por lo tanto tampoco hay ex- 
tremo. 

Caso Hlqcod’oj^O 1 

Cuando H(x 0 ,y 0 ) = 0 tenemos que analizar la función alrededor del punto 
crítico. Veamos un ejemplo. 

Calcular, si existen, los extremos libres de f{x;y) = 5x~ + 2y 4 — y 3 
Primero hallamos las derivadas parciales f x = 1 Ox y f x = 8>’ 3 - 3 y 2 
Luego para hallar los puntos críticos tenemos que resolver el siguiente sis- 


tema de ecuaciones: 


lOx = 0 
8y 3 -3y 2 = 0 


De la segunda ecuación se obtiene: 



Ejemplo propuesto por Rodolfo Murúa, docente de Análisis Matemático II de la Facultad de 
Ciencias Económicas de la UBA. 
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Luego los puntos críticos son = 


0 ;- 


p 2 =(°;0). 


v 

Para ver si son extremos necesitamos calcular las derivadas segundas y cal- 
cular el Hessiano para cada punto crítico: 


/¿=10 4=0 4 = 24y 2 - 6y 


Lucgo, 77(P| ) = 


10 

0 


0 

9 

8 


^>4p,)>0 y4 = io>o 


entonces en el punto crítico hay un mínimo relativo. 


H{ P 2 ) = 


10 0 
0 0 


=> H (P 2 ) = 0, entonces el criterio no decide. 


Como el criterio no decide vamos a estudiar la función más detalladamente 
alrededor del (0,0). Recordemos que una función presenta un extremo relati- 
vo libre en P 0 = (x 0 ;j 0 ) si V(x;y): f{x;y)< f(x 0 ;y 0 )of(x;y)> f(x 0 ;y 0 ) 
en un entomo de Pq. 


En este caso /(0,0) = 0, entonces para demostrar que el (0,0) no es extremo 
basta ver que la función cambia de signo en un entomo del punto crítico. 

Entonces vamos a elegir acercarnos al (0,0) por dos caminos y = 0 (eje x) y 
x = 0 (ejey). 

f(x; 0) = 5x 2 >0Vx*0 

Luego, 

f(0;y)=2y 4 -y 3 = y\2y-l) 

Aquí podemos ver que /(0;y)es negativa eligiendo convenientemente valo- 
res de y cercanos al 0, por ejemplo y = 0,0001. Entonces f(0;y) < 0 para 
ciertos valores dc y cn un determinado entomo del (0,0). 

Entonces se puede elegir un entomo tal que / (x;y) > 0 =/(0;0) y f(x;y) < 0 
= /(0;0), por lo tanto el (0,0) no es extremo o es un punto silla. 
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1) Calcular los extremos relativos libres de las siguientes íunciones: 


a)z=x 3 +3xj — 15x —12 v 

x 1 1 

c) z= x y+—+— 
x y 

e) z=x 3 +y~ -3x 
2 2 

s r X y 

g) z=5 -— 

9 4 

i) z=x 4 +y 4 +x 2 +y 2 

k) z=e~* 2 ~ 2xy ~ y 

m) z=(x -íf+2y 2 
4x 3 , / 


b) z=2x 2 +2xy +5 y 2 +2x - 2 y+ 1 

„ , 3 48 48 

d) z-x+y +—+— 
x y 

f) z=x 2 +x y+y~ — 6x — 9 y+2 

4 3 

h) z=—+=—+x 3 -5x 2 -2 v~+3y 
4 3 

j) z =x 4 + v 4 -x 2 -y 2 -1 

1) z = e -(* 2+2 *- 1 )-(>' 2 ->') 
n) z=3x“ + xv 


o) z =———+—^— 6x +y +9x+y-2 p) z = e x .cosy 


. 4 2 

q) z=xy +—+— 
x y 


r) z=2x 3 — 9x 2 +12x+ 2 y 3 — 3 v 2 +l 

2) Indicar si tienen puntos críticos y extremos: 


a) z =xy — ¡n (x 2 +y 2 ) 


b) z = x- 6xy + 9y 2 + 3x—10 


3) Hallar k para que z = x + 3xy + ky ’ tenga mínimo relativo en algún punto 
de su dominio. 


4) Si en P 0 = (x 0 ;y 0 ), z x =z,=0, z 0 =3 yz =12 para qué valores dc z x> , se veri- 
fica la existencia de un minimo. 

5) Buscar extremos de: a) x 2 + y 2 + z 2 = 9 

b) x 2 + xy - 2xz +y~ - z +21= 0 si z =/(x;y). 

6) Un investigador de la agricultura estimó que el beneficio anual de una 
granja del sur es B(x\y ) = 1.600x + 2.400y - 2x 2 - 4y 2 - 4xy, donde x es el 
número de hectáreas plantadas con soja ey la cantidad de hectáreas plan- 
tadas con maíz. Hallar cuántas hectáreas conviene plantar con cada culti- 
vo para maximizar el beneficio. 
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7) Hallar k para que z = x 2 + kx + y 2 presente un punto crítico en P 0 = (-1 ;0). 
Clasificarlo. 

8) Hallar k para que z =x + 1xy + ky 2 + 4x + 6y presente unpunto crítico en 
P 0 = (-3/2; -1/2). Clasificarlo. 

9) Determinar los extremos relativos libres de z =/ (x;y) si su vector gradien- 
te es: Vz = (3x 2 - 3 y]i + (3 y 2 - 3 x)j. 

10) Si7’ 2 (x;y) = 3 + 2.(x-l) 2 +5.(x-l)(v-2) + 3.(j>;-2) 2 es el polinomio de 
Taylor de grado 2 de una función z =/ (x;y), calcular los extremos relati- 
vos libres. 


11) Si la función z =/ (x;y) presenta un punto crítico en el punto P 0 = (1 ;5; -1) 

44 

y el determinante hessiano en dicho punto es H (P 0 ) = 


, a) determi- 


nar si la función alcanza un extremo en dicho punto, clasificarlo, b) obtener 
el polinomio de Taylor de grado dos correspondiente a dicha función en 
potencias de (x-l) e (y - 5). 


12) Si z =/ (x;y) está defínida implícitamente por x + yz + e z -1 = 0, demos- 
trar que h = /°g con g[t 2 ;2-t 2 ) yte [— l;l], alcanza un punto crítico 
en to = 0. 


13) Si z =/ (x;y) está definida implícitamente por x 2 y 2 + y + x - xyz = 0, ve- 
rificar que alcanza un mín imo local en P 0 = (l;l;z 0 ). 


I 4 ) La superficie de ecuación z =/ (x;y) tienen plano tangente horizontal en el 

2x —2 y 


punto P 0 = (—1;1;3). Si además H(x;y) = 


— 2y — 2x 


, hallar una expre- 


sión que permita calcular la imagen de/(x;y),V(x;y)e l 2 si / es polinó- 
mica de 3° grado. 


15) Dada f(x; y) = (9x 2 + 2y + y\;2x + 2xy), demostrar que / admite fun- 
ción potencial U(x; y ). Si U (0;0) = 2, analizar la existencia de extremos 
locales de U(x; y), calcularlos y clasificarlos. 
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Respuestas 

1) a) (2; 1 ;-28) mín., (-2; -1 ;28) máx. b) (-2/3;l/3;0) mín. 

c) (1; 1 ;3) mín. d) (2;2;64) mín., (-2; -2; -64) máx. 

e) (l;0;-2) mín. f) (1;4; -19) mín. 

g) (0;0;5) máx. h) (0;l;4/3) máx., (2;3;-8) mín., (—5;3;—375/4) mín. 
i) (0;0;0) mín., j) (0;0;-l) máx., [-j2/2;^¡2/2 ; - 3/2) mín., 

[ 42 / 2 ;- 42 / 2 ;- 2 / 2 ) min., (- 42 / 2; V2/2; - 3/2) mín., 

(-42/2;-42/2;-3/2) mín. 

k) No hay extremos. 1) (—1; l/2;9,49) máx. m) (1;0;0) mín. 

n) No hay extremos. 0 ) caso dudoso. p) No hay extremos. 

q) (2; 1 ;6) mín. r) (2; 1 ;4) mín., (1;0;5) máx. 


2) a) tiene puntos críticos, (1; 1) y (-1; -1), pero no extremos, 
b) no tiene puntos críticos 

3 ) ¿>^ 4)| Z ;|<6 

5) a) (0;0;3) máx., (0;0;-3) mín. b) (—4;2;-3) máx., (4;-2;3) mín. 

6) x = 200, y = 200, B = 400.000 l)k=2, mínimo; 8) k = 3, mínimo 
9) en (1;1) mín. 10) no tiene extremos 

11) a) presenta un mín. 

b) p 2 (x;y) = -l + 2(x-l) 2 +4(x-l).(y-5) + 4(_y-5) 2 
14) f(x;y) = 3-(x+lf -2(x + l)(y-1)+(y-1/ + |(x +1) -(x+l) 2 (y-l) 


15) en 


í\ 

X 

-1 

, mín., en 

r 

1 

-1 

v3 

) 



3 

) 


, max. 
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Extremos Condicionados 


Se trata de hallar los extremos de una función del tipo /: 9Í 2 —>91 / z = / (x;y) 
donde las variables xey están sujetas a la restricción cp (x;y) = 0 (que define a la 
variable y como función implícita d e x,y = h (x)). Ahora las variables x c y no 
son independientes como en el caso de los extremos libres y el punto debe 
pertenecer al dominio y a la curva cp (x;y) = 0. Se puede expresar la función así: 
z =f[x;h (x)] con la siguiente red de variables: 


/ 






y 



Para calcular los puntos críticos de una fun- 
ción sujeta a una restricción veremos el mé- 
todo de los multiplicadores de Lagrange, 
que consiste en transformar la búsqueda de puntos críticos de una función con 
restricciones en la búsqueda de puntos críticos de una nueva fünción sin restric- 
ciones llamada función de Lagrange. Para eso z =/ (x;y) debe admitir derivadas 
parciales continuas y (p (x;y) = 0 debe admitir derivadas parciales continuas, no 
todas nulas. 


Método de los mu/tiplicadores de Lagrange 
Condiciones necesarias 

Si derivamos la restricción como función implícita queda: 

y x = -^h, <p y *0 (1) 

<Py 

z es función de una sola variable que es x. Por lo tanto, por la condición ne- 
cesaria para la existencia de extremos relativos para fúnciones de una varia- 
ble, la derivada primcra z) = 0. Si derivamos z respecto de x como fúnción 
compuesta tenemos quc: z'. = / . 1 + f' . y x = 0, de donde surge que 

y' x =-/-,/' (2). Igualando (1) y (2): — = =>^f = —f. Ahora iguala- 

fy / fy / 
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- A, de donde surge que: 


f' f' 

mos a —X (multiplicador de Lagrange): —f = — = - 

</> X </>y 

f x +A.(p x = 0 y f + A.rp = 0. Si a estas dos ecuaciones agregamos la res- 


tricción se obtiene el siguiente sistema: 


f' y +fi = 0 

</>{x;y) = 0 


Pero a estas ecuaciones se llega aplicando las condiciones necesarias para la 
existencia de extremos relativos libres a la función de Lagrange: 

F{x; y; A) = f{x; y)+ A.(p{x; y) 

Es decir que las condiciones necesarias para la existencia de extremos condi- 
cionados de la función z =/(x;y) sujetos a la restricción (p (x;y) = 0 son las 
mismas que para la existencia de extremos relativos libres de la función de 
Lagrange. 

'K=f:+A.<f x =o 

Si F{x;y;A) = f{x;y) + A.(p{x;y), las derivadas son: <¡ F v = f’ + A. <j) y = 0 

F Á = </>(x;y) = 0 


Condición suficiente 

La condición suficiente es la misma que vimos para extremos relativos, es decir 
que d 2 F (P 0 ) + 0. 

Si d 2 F (P 0 ) > 0, el extremo es un mínimo condicionado; si d 2 F (P 0 ) < 0, el ex- 
tremo es un máximo condicionado. 

Nota: la dificultad que encontramos en el caso de los extremos relativos libres 
para determinar el signo del diferencial 2° que nos condujo a definir el 
Hessiano, será más fácil de resolver debido a la relación existente entre 
las variables x ey. Esto se debe a que consideramos puntos del entomo 
que se encuentran sobre la curva y no en todo el plano. 
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Ejemplo 


Hallar los extremos de f(x;y) = 4x 2 - 2y 2 , con x+y = 6. Formamos la función de 
Lagrange: F(x;y;X) = 4x 2 - 2v 2 + 'L(x + y - 6). Calculamos las derivadas parcia- 

F' x = 8x + A = 0 


les de 1° orden de la función de Lagrange: 


Fy=-4y + A = 0 


F x = x + y - 6 = 0 


Despejamos X de las dos prímeras ecuaciones y establecemos una relación entre 
las variables x e y: y = - 2x. Reemplazamos en la 3° ecuación: 

x - 2x - 6 = 0 => x = - 6 y= 12. 

Una vez obtenido el punto crítico Po= (-6; 12), debemos verificar la condición 
suficiente: 

d 2 F (P 0 ) = Fl (P 0 ). dx 2 + 2 F; (P 0 ). dx. dy+F^(? 0 ).dy 2 = 8 .dx 2 - 4.dy 2 

Si el problema fuese de extremos relativos no podríamos determinar el signo del 
d 2 F, pero por ser un problema de extremos condicionados sabemos que: 
y = 6 —x => dy = — dx. 

Sustituyendo obtenemos que el d 2 F (P 0 ) = 8 .dx 2 - 4.dx 2 = 4.dx 2 > 0 => la 
función alcanza un mínimo condicionado en P 0 = (-6; 12). 


Otra expresión de la condición suficiente- el hessiano orlado 


Definimos el hessiano orlado correspondiente a una función de Lagrange del ti- 
po F(x;y;L) =f (x;y) + L.cp (x; y), de la siguiente forma: 


H (x;y;A) = 


F l Ky K 

K y Ky K 

K (py 0 


Si H (x 0 ;y 0 ;Á)> 0 => en P 0 = (x 0 ;y 0 )/alcanza un máximo eondicionado. 
Si H (x 0 ;y 0 ; A) < 0 => en P 0 = (x 0 ;y 0 )/alcanza un mínimo condicionado. 


P 0 = (x 0 ;y 0 ) es un punto crítico. 
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Nota: a veces resulta más fácil analizar el signo del hessiano orlado que el del 
diferencial segundo. 


Ejemplo 

Hallar extremos de/(x;v) = 5x 2 +6v 2 - xv sujeto a x + 2y = 2 
Formamos la fiinción de Lagrange: F(x;y;X) = 5x 2 +6y 2 -xy + 'L(x +2 y - 24) 
Calculamos las derivadas parciales de 1° orden de la función de Lagrange: 

F x = \()x — y + A = 0 
- F' y =\2y-x + 2A = 0 
F Á = x + 2y — 24 = 0 

Despejamos A de las dos primeras ecuaciones y establecemos una relación entre 
3 

las variables x ey: y=—x. Reemplazamos en la 3° ecuación: 

x + 3x-24 = 0 =>x = 6=>y = 9. 

Una vez obtenido el punto crítico Po= (6;9), debemos verificar la condición su- 
ficiente. Primero obtenemos A para P 0 :A,=y-10x=>A, (P 0 ) = 9- 60 =-51. 
Calculamos ahora el hessiano orlado: 


H {6; 9;-51) 


10 -1 1 

-1 12 2 

1 2 0 


= -56 < 0 


la función alcanza un mínimo 
condicionado en P 0 = (6;9; - 51) 


Generalización a n variables 

En el caso en que busquemos los extremos de u = /(x,;x 2 ;...;x ii ) sujeto a 

0(x l ;x 2 ;...;x í¡ ), para obtener los puntos críticos armamos la función de La- 

grang eF[xy,x 2 ;...;x n ;X) = /(x 1 ;x 2 ;...;x ¡¡ )+ /l.0(x,;x 2 ;...;x„). Luego resol- 

vemos el sistema de ecuaciones que surge de derivar F respecto de las n varia- 
bles originales y del parámetro X. Obtenemos así los puntos críticos. Determinar 
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si estos puntos son extremos máximos o mínimos o no es bastante más comple- 
jo que para el caso de dos variables que hemos desarrollado. 

En este caso no vamos a verificar la condición suficiente y las características del 
problema nos indicará si los puntos críticos obtenidos corresponden a máximos, 
mínimos o no son extremos. 

Ejemplo 

Maximizar / (x;y;z) = xyz sujeta a la restricción x + y + z = 9 . 
Armamos la fimción de Lagrange: F(x;y;z;A) = xyz + A(x + y + z-9) 
Calculamos las derivadas respecto de x, y, z y k. 


F' x = yz + / 1 = 0 
F' =xz + /1 = 0 

< 

F, = xy + X = 0 
F Á =x + y + z — 9 = 0 

Despejando A de las tres primeras ecuaciones e igualando queda: 
x = y = z . Reemplazando en la 4° ecuación queda: 3x = 9 => x = 3 , por 

lo tanto y = z = 3 . Hay un punto crítico: fj = (3; 3; 3), que por el enun- 
ciado sabemos que corresponde a un máximo condicionado. 
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1) Calcular los extremos de las siguientes funciones de dos variables sujetas a 
Ias restricciones indicadas. Determinar si son máximos o mínimos analizan- 
do el diferencial segundo. 

a ) / ( x ;y) = con x + y = 12 

b) / (x;y) = x 2 + 2 y, con x = 2y 

c) / (x;y) = 2x 2 + y 2 , con 2x-y = 0 

d) / (x;y) = 4x~ - 2y 2 , con x+y = 6 

e) f(x;y) = 6-4x -3 y, conx 2 +_y 2 = l,x>0,_y>0 

2) Resolver los siguientes problemas utilizando el método de los multiplicado- 
res de Lagrange. Determinar si son máximos o mínimos analizando el dife- 
rencial segundo. 

a) Un lote rectangular de 800m 2 tiene un lado sobre un río. Hallar las dimen- 
siones del lote para que la longitud de la cerca sea mínima. 


b) Se desea alambrar un campo rectangular limitado por un 
río como indica la figura. Si la longitud del alambre es de 
1.500 mts., determinar las dimensiones del terreno para 
que la superficie encerrada sea máxima. 


A 

c) Determinar x de tal manera que el cuadrado inscripto 
sea de área mínima, si el lado del cuadrado ABCD 
es de 10 m. 

D 

d) Una escuela necesita aulas rectangulares de 16nr de superficie. ¿Cuá- 
les deben ser las dimensiones del aula para gastar la menor cantidad 
posible de material? 

e) Se dispone de 36 mts. de cerca para encerrar un terreno rectangular. 
¿Cuáles deben ser las dimensiones para que sea de superficie máxima? 








286 


Alejandro £ García Venturini 


f) Un hombre desea cercar un campo rectangular y luego subdividirlo en 
tres parcelas rectangulares colocando dos cercas paralelas a uno de los 
lados. Si dispone de 1.000 mts. de cerca, ¿qué dimensiones le darán la 
superficie máxima? Calcularla. 

g) Una caja rectangular de base cuadrada y sin tapa debe tener un volu- 
men de 32 cm 3 ¿Cuáles deben ser las dimensiones para que el costo de 
fabricación sea mínimo? Determinar la superficie. 

h) ¿Qué dimensiones debe tener un depósito de lata que utilice 108 dm 2 
de material, abierto en su parte superior, de base cuadrada, para que su 
capacidad sea la mayor posible? Dar el volumen. 

i) E1 número de fallas N es función de los números _v c y de cambios de dos 
partes de una máquina y está dado por: N(x;y) = 3x 2 + y 2 + 2xv ; - 22x + 60. 
Para minimizar las fallas, ¿qué número de cambios deben realizarse de 
cada parte si 2x=y ? Calcular el número de fallas. 

j) Hallar k para que z = kx + v con — + — = 1 y x > 0, y > 0, presente un 

x y 

punto crítico en P 0 = (2;2). Clasificarlo. 

k) Demostrar que la fúnción/ (x;y) = x 2 + y 2 sujeta a que x 2 - 8xy +ly 2 = 405 
tiene dos puntos críticos. Calcularlos. 

l) Calcular entre todos los cilindros circulares rectos de volumen 2 dm 3 
las dimensiones del radio r de la base y h del cilindro de superficie to- 
tal mínima. 

m) Calcular la mínima distancia del punto P = (1; 0) a la parábolay 2 = 4x . 


n) Calcular la mín im a distancia del punto P = (2;0) a la parábolay = 4-x 2 , 

conx > 0. 
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3) Calcular Ios mínimos de las siguientes funciones de tres variables sujetas a 
las restricciones indicadas. 

a) u = 3x 2 + 2y 2 + z 2 , concp (x;y;z) = 2x+y + z-4 = 0 

b) u = x +y 2 + z 2 , con (p (. x;y;z ) = 2x + 3_y-4z + 8 = 0 

c) u = 2x 2 +y 2 + 4 z, con cp (x;y;z) = 2x + 2y-z-4 = 0 

d) u = x 2 +y 2 + z 2 , con cp (x;y;z) = 2x + y + ^--l = 0 

e) u = 2x 2 + 4y 2 +z 2 , concp (x;y;z) = 2x+y + 3z — 9 = 0 

f) u = — + — + —, con x+y + z = 6, si x> 0,y> 0, z> 0. 

x y z 

4) Resolver los siguientes problemas con tres variables 


a) Hallar tres números cuya suma sea 21 y cuyo producto sea máximo. 
Hallar el producto. 

b) Descomponer el número 50 en 3 sumandos tales que x 4 .y m .z 6 sea má- 
ximo. 

c) Una caja rectangular sin tapa debe tener un volumen de 500 cnr’ ¿Cuá- 
les deben ser las dimensiones para que el costo de fabricación sea mí- 
nimo? Determinar la superficie. 

d) Hallar las aristas del paralelepípedo trirectángulo de volumen máximo en- 

tre los que tienen 3 caras en los planos coordenados y un vértice en el pla- 

x y z i 
no — + — + — = 1. 
a b c 

e) Calcular las dimensiones de una caja rectangular de capacidad máxima 
si su superficie es de 216 cm 2 . Calcular el volumen. 
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Respuestas 

1) a) P = (6;6), máx. b) P = (—1/2;—1/4), mín. c) P = (0;0), mín. 
d) P = (-6; 12), mín. e) P = (4/5;3/5), mín. 

2) a) / = 40 m., a = 20 m., b) / =750 m., a = 375 m., c) x = 5 m. 
d) cuadrados de 4 m. de lado, e) cuadrado de lado 9 m. 

f) 125 y 250 mts. respectivamente, S = 31.250 m 2 . 

g) base = 4 cm., h = 2 cm., S = 48 cm 2 . 

h) base = 6 dm., h = 3 dm. V = 108 dm 3 4 . i) x = 1 ,y = 2,N=A9 

j)k=\, mínimo k) Pj = (3;—6), P 2 = (-3;6) 1 )r = -=, h = -j= 



3) a) P = (16/17;12/17;24/17) b) P = (-16/29;-24/l9;32/l9) 
c)P = (16/25;32/25M/25) d) P = (72/157; 12/157; 18/157) 
e)P = (4/5; 1/5; 12/5) f) P = (2;2;2) 


4) a)x=y = z = 7,P = 343 b) x =10,y =25, z =15 

c) base = 10 cm., h = 5 cm., S = 300 cm 2 d) x = —, v = —;z = — 

3 3 3 

e) cubo de lado 6 cm. V = 216 cnr’. 


Capítulo 10 

Integrales 

múltiples 


Integrales dobles: el área y el volumen. 
Integrales triples. 

Integrales en coordenadas esféricas, 
cilíndricas. 

Área de una superficie curva en R 3 . 
Momento estático. 

Momento de inercia. 

Centro de masa. 
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Así como el problema del cálculo del área de una región plana conduce al 
concepto de integral definida simple, el problema del cálculo del volumen de 
un sólido conduce al concepto de integral doble. Las integrales dobles per- 
miten calcular volúmenes. 

El Área Limitada por una Función de una Variable 


Pero antes de desarrollar el tema del volumen repasamos brevemente como 
se calcula el área de una región plana a través de una integral simple. 

▲ y 


Se plantea el problema de calcular el área de 
la región plana limitada por una función 
continua del tipo y=f (x) con / (x) > 0 en el 
intervalo [a\b]. Dividimos el intervalo [a;b] 
en n subintervalos, cada uno de amplitud 
Ax¡ (con 1 < i < n) y consideramos de cada 

subintervalo un punto interior x¡ al cual le 
corresponde, por ser ésta continua, un valor de la función / (x¡). 



E1 área de cada rectángulo se obtiene multiplicando cada /(x¿) por cada Ax¡. 

La suma de las áreas de los n rectángulos da un valor aproximado del área 
bajo la curva, conx entre a y b. 

n 

Área aproximada = ^ f{x,)- Ak¡ . 

i =1 


Si la partición se hace más fina, esta sumatoria se aproxima cada vez más al 
área real. 

n b 

Área = H m ^ f(x¡) ■ Ax¡ = \f{x)dx 

«-»“ ,=i J 

máxAXj — >0 a 

Se define como integral definida entre a y b al límite, cuando cada Ax¡ —> 0 
de la suma de los productos entre los/(x,) y los Ax ¿ . 
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Nota: si/ (x) es negativa la integral definida da negativa, y el área es el valor 

b 

absoluto de la integral o A = - J f(x).dx . 

a 

Propiedades 

1) Propiedad aditiva 


u c u 

\f(x).dx = \f(x).dx+ \f(x).dx ce(a;b) 


2) Los factores se pueden extraer fiiera de la integral 

b b 

J k.f(x).dx = k. \ f(x).dx 

a a 


3) La integral defmida de una suma algebraica de funciones es igual a la 
suma algebraica de las integrales definidas 

b b b b 

\[f(x) + g(x)-h(x)}dx= \f(x).dx+ \g(x).dx- \h(x).dx 

a a a a 


Regla De Barrow 

Si / (x) es continua en [a\b] y G(x) es 
una primitiva de/ (x), entonces: 

b 

\f(x).dx= G(b)~ G(a) 

a 

Para calcular la integral definida en- 
tre a y b basta con encontrar una 
primitiva cualquiera de/y restar los 
valores que toma en los extremos 
del intervalo. 


BARROW, Isaac (1634-1677): nació en 
Londres, ciudad en la cual también murió. 
Fue profesor de Cam- 
bridge, donde en 1669 
renuncia a la cátedra 
para que lo reemplace 
Newton, quién había sido 
su alumno en esa misma 
cátedra, por considerarlo 
más digno que él para ser 
profesor. Luego se dedica a la teología. Fue 
el primero en observar que el problema del 
trazado de la recta tangente a una curva en 
un punto y el cálculo del área limitada por 
esta curva son mutuamente inversos. 
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Ejemplo 




El Problema del Volumen - La Integral Doble 


Habiendo recordado como se calculan 
áreas utilizando integrales simples, 
encaramos ahora el problema del cál- 
culo del volumen. 

Buscamos el volumen del sólido limi- 
tado por una superficie continua de 
ecuación z =/ (x;y) > 0 en el rectángu- 
lo£>c R 2 definido por: 
a<x<b; c<y<d. 



Subdividimos los intervalos (a;b) y (c;d) cn n y m subintervalos respectiva- 
mente de amplitudes Ax, y Ay. no necesariamente iguales. 


E1 recinto de integración (la base del sólido cuyo volumen vamos a calcular) 
queda dividido en nxm rectángulos, cada uno de área Ay = Ar¡ .Ay •. Consi- 


deramos un punto (xyyj) interior a cada rectángulo; a cada uno de esos 
puntos le corresponde un valor de la función que denominamos / (x,;})). Si 
multiplicamos el área de la base de cada rectángulo por el valor de la función 
se obtiene el volumen de un prisma: Vprismafy ) = f[ x i>' j/)At/.A .. 

Sumando los volúmenes de los nxm prismas se obtiene un volumen aproxi- 


mado: 


V aprox 


= ZZ /(•'V.vJ.Aq.Ay,. 

¿=1 j =í 


Si afinamos la partición, al igual que hicimos para calcular el área, es decir el 
número de subintervalos tiende a infinito, o la amplitud de los mismos tienden 
a 0, obtenemos el volumen del sólido: 
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V - lim 


n m . , 

zz /(xiiy^AXiAyj = JJ / (x;y).dx.dy 


<=i j=i 


máxAx¡ —>0 
máx Ay¡ —>0 


E1 límite de esta sumatoria es lo que se denomina integral doble de la fun- 
ción z = f(x;y ) sobre laregiónZ). 


Nota: si/(x;j) < 0 => V= I / (x;y).dx.dy =— ^ f (x;y).dx.dy 


Propiedades de la integral doble 


1) Si en la función integral existe un factor constante, el mismo puede extraerse 
del símbolo integral 

k.f (x;y).dx.dy = k. Í1 /< x;y).dx.dy 

Dicha propiedad surge al sacar factor común la constante en la sumatoria que 
conduce a la integral doble. 


2) La integral doble en un recinto D de una suma de funciones es igual a la 
suma de las integrales en D de cada una de ellas. 

E/< x;y)+ g(x;y).dx.dy = íi/< x;y).dx.dy+ (x;y).dx.dy 

La justificación de esta propiedad se obtiene descomponiendo la sumatoria 
original en la suma de dos sumatorias, los límites de las cuales dan las respec- 
tivas integrales dobles que figuran en el segundo miembro de la igualdad. 

3) Si el recinto D es la unión de otros dos recintos disjuntos D t y D 2 (D = D\ u D 2 ), 
la integral doble en D es igual a la suma de las integrales dobles en D\ y D 2 . 


JJ / (x;yj.dx.dy = JJ^ / (x;y).dx.dy + J£ / (x;y).dx.dy 


La justificación surge de agrupar los sumandos de la sumatoria en aquellos 
que corresponden a D, o a D 2 . 
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Ampliación de las características del dominio de integración 

Supongamos ahora que el recinto de integración D c 7 2 es un conjunto aco- 
tado limitado por una curva rectificable (de longitud finita). 

Procedemos a incluirlo en un 
Definimos en el rectángulo R 


Por propiedad 3) 

\[f(x;y\dxJy= J(/ 
ííf * (x;y).dx.dy = j"J/ (x;y).dx.dy + 0 = j"J / (x;y).dx.dy 

Con lo cual se demuestra que el cálculo de integrales dobles se puede aplicar 
a recintos no rectangulares. 

CÁLCULO DE LA INTEGRAL DOBLE MEDIANTE 

Integrales Iteradas 

Teorema de Fubbini 

Sea z = / (x/vj una función con- 
tinua definida y acotada sobre el 
rectángulo D = [a;ó] x [c;r/] 

(Dominio o recinto de integra- 
ción). 

Consideramos un valor fijo de la 
variable x, por ejemplo x = xo 
donde z es integrable respecto de 
la variabic y en el intervalo \c\d\. Observemos que al considerar ax constan- 
te (x = xo), la función z pasa a ser íunción exclusivamente de la variable v. 
z =/(x 0 ;y) = h (y). 



rectángulo R. 
una nueva función 

y(x;y )G D 
V(x/_y)e R-D 



1 (x; y).dx.dy + j"j" / * (x;y).dx.dy 
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Definimos como g (x 0 ) al área rayada correspondiente a x = x 0 que procede- 


mos a calcular 


• g(*o)= \f{x 0 ;y).<fy 


Si /(x 0 ;y) > 0, entonces g(x 0 ) es el valor del área rayada. 

Si z es integrable respecto de la variable y para cualquier valor fijo de x, 
comprendido entre ay b, queda definida la función g: 

d 

g\ [a\b]-?3i /g(x)= J/(x; y).dy . 

c 

Si a su vez la función escalar g es integrable respecto de su única variable x, 

b b V d 

puede calcularse V= jg(x)dx=j J f{x;y).dy dx. = JJ f(x;y).dv.dx 

a a _c 

Generalización 


Si D = {(x;y) e9í 2 / a <x < b a y i(x) <y <yi(x)}, dominio de integración es 
del tipo I 


b yz(x) 

v= J J f(x;y).dy.dx 

a yi (x) 

Nota: el diferencial extemo (dx) debe corres- 
ponder a los valores de la primera integral (a 
y b son valores de x). 


y 


y2(x) 



yi(x) 


a 


— 1 -► 

b x 


Si el dominio de integración es del tipo II 
D = {(x;y) e 9\ 2 / x/v) < x < x 2 (y) a c <y < d} 


entonces: 


d x 2 (v) 

v = J J f(x;y).dx.dy 

c *i(y) 


Dominio cle integración 



Dominio de integración 












Integrales múltiples 


297 


Cálculo de áreas mediante integrales dobles 


Cuando la función/ (x;y) = 1, el área del dominio de integración coincide nu- 
méricamente con el volumen del sólido. Si el dominio de integración es del 
tipo I: 


b y 2 ( x ) 

A = || dx. dy = | | dy.dx 


a y¿x) 


Los límites de integración surgen del recinto o dominio de integración cuya 
área vamos a calcular; a y b son los valores constantes entre los que varía la 
variable x, y¡ (x) e y ’2 (x) son las funciones de x que limitan la región plana 
cuya área buscamos. 


b y 2 ( x ) b 

A = | | dy.dx = | 


a yA x ) 


y 2 ( x ) 

J dv 

y¡( x ) 


dx= \yYyyl dx = 


Se calcula primero la integral dentro del corchete, integrando según la varia- 
ble y, considerando a la x constante. Como resultado de la integración se 
obtiene una fimción continua de x. Luego se integra esta función respecto de 
x entre los límites a y b. Es decir que una integral doble se desdobla en dos 
integrales simples. 


Si el dominio de integración es del tipo II: 


A = 


d X2 (/) d X2 (/) 



c xi{y) C |_ xi{y) 


= Í X 1 'lfy] -dy = |[^(l)-^i(l)] dy 

c c 


Donde c y d son los valores constantes entre los que varía la variablc y, x\(y) 
y xi (y) son las funciones d ey que limitan el dominio. 
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Nota importante: el orden de los diferenciales queda fíjado una vez que se 
fijan los límites de integración, correspondiendo el segundo diferencial a la 
variable que corresponde a la primera integral. Es decir que si los límites de 
la primera integral son valores constantes de x, el 2° diferencial es el dx y vi- 
ceversa. 



2 x+2 

A= | J dy.dx' 

-i 


í d y 


£ £ 

dx= dx = + 2 — x 2 j .dx 



9 

2 


Veamos ahora como se puede calcular un área por ambos caminos. 


a) Área limitada por 


y = 0 
, 3 

y = 3-v 

2 

x = 0 


_ 3 —x 
2 2 


A = 




3--x 

2 


J d y 


dx 



V 3 > 

7 , 3x 2 ’ 

[3-x 

.dx = 3x - 

o J l 2 J 

'ñ|- 
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3 2 ^ 


A = 


í í dx - d >’ = í 


2 -f, 


| dx 


dy= |x ] “ 3> dx z 


o 


= J[2 ~y .dy = 2y- 


y_ 

3 


= 6-3 = 3 


y 3 = j 

y -1 


8 l/x 


A = J J dy.dx= J 


líx 


í d y 


= — ljí¿t = — \[x* — x 



A = J J dx.dy = J 


í 


dx 


dy = Jx ]* 3 dy = J[8-y 3 )í/y = 


= 8y 



16-4-8 + — = 
4 


1Z 

4 


La pregunta que surge es ¿qué método conviene? 

Y eso depende de las funciones que limitan el dominio de integración. En al- 
gunos casos, como el visto, es indistinto. En otros casos conviene utilizar al- 
guno determinado. 
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CÁLCULO DE VOLÚMENES 


Veamos ahora como utilizar las integrales para calcular volúmenes. En rea- 
lidad lo único que cambia es la función a integrar. Cuando / (x;y) no es 1, lo 
que calculamos es el volumen. 


b r 2 ( x 


V= JJ f(x;y). dx. dy = J | f{x;y).dy.dx 


y¡ W 


d niy) 


como ya vimos, también i 7 = JJ f(x;y).dx.dy= j" J f(x;y).dx.dy 

c Xl(v) 


Ejemplos'. a) calcular el volumen del sólido limitado por z = x + 2y 



Graficamos el dominio de integración del cual obtenemos los límites de inte- 
gración de las integrales. 


V= J J (x + 2y).dy.dx = J 


J (x+2y).dy 


dx= J(yy + y ) J 2 dx - 


2 2 

j|^x.(x + 2) + (x + 2) 2 J-(x 3 + x 4 ) dx = J (x 2 +2x + x 2 +4x + 4 — x 3 — x 4 ).¿/x 


2 


K 


-x 


-1 


— x 3 + 2x 2 + 6x + 4 ).dx 


( 5 4 9 3 'N 

_í__iL + 2f_ + 3^ + 4x 

5 4 3 


13 

20 
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b) Hallar el volumen del sólido limitado por z = x 2 + y 2 + 1 con D: 
F= ||(x 2 +_y 2 +l)cfy.£¿x:= | j[x 2 + y 2 + \\dv 


\y = 2 
l y= x 


dx = 


jx 2 y + — + y ,dx= jí 2x 2 + — + 2-x 3 —x 


.dx = 


í 


4x 3 - 2 14 

-h 2x — x H- 

3 3 


A r x 4 . 2x 3 x 2 , 14 ^ 


,dx = 

22 

T 


-1-+ —x 

3 3 2 3 



Cambio de variables 


A veces es conveniente efectuar un cambio de variables en las integrales do- 
bles porque su cálculo resulta más sencillo. 

Para funciones de una variable (y = / (x)), al hacer una sustitución de va- 
riables (x = g(u)), en la integral aparece el factor g' (u): 


u "2 

jf{x).dx = jf(u).g'(u).du 


Veremos ahora que ocurre en una integral doble al hacer un cambio de va- 
riables. 

\x = g(u;v) 


En z = f(x;y) hacemos el siguiente cambio de variables 
suponemos continuas y con derivadas parciales continuas. 
dx dx 


|y = h(u;v) 


, que 


La expresión 


9 u dv 
dy dy 

du dv 


d(x;v) 

d(u;v) 


= J 


r \ 
x;y 

[u;v y 


se denomina determinante fun- 


cional o jacobiano asociado al cambio de variables que suponemos distinto 
de cero. Si esto se verifica, entonces se puede demostrar que: 
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v = \\ D f{x;y).dx.dy=§ R f(u;v). J 



Así como cuando hacemos una sustitución en integrales de una variable apa- 
rece en la nueva integral el factor g' (u) (la derivada de la variable original 
respecto de la nueva variable), ahora aparece el jacobiano, que es un deter- 
minante formado por las derivadas parciales de las variables originales res- 
pecto de las nuevas variables. 

Llamamos D al recinto expresado en las variables originales y R al recinto 
expresado en las nuevas variables. 

A1 efectuar un cambio de variables se realizan los siguientes pasos: 

1) Los límites de integración corresponden a las nuevas variables. 

2) Se sustituyen los diferenciales de las variables originales por los dife- 
renciales de las nuevas variables. 

3) En la función a integrar se sustituyen las variables originales por las 
nuevas variables. 

4) Se incorpora como factor en la función a integrar el jacobiano de las 
variables originales respecto de las nuevas variables. 

Integrales en coordenadas polares 

En algunos casos el cálculo de áreas y volúmenes se simplifica expresando 
las funciones en coordenadas polares. Es un caso particular de cambio de va- 


x = r.cosa 


riables donde, como se vio en la página 20, 


y = r.sena 


E1 jacobiano en este caso se calcula de la siguiente manera: 


dx dx 



y r;a J sen a 

dr da 
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b a 2 (r) 


a 2 r 2 (a ) 


a<r<b, OCi (r) < a < a 2 (r) 


K = J ^f(r;a).r.da.dr = J ^f[r;a).r.dr.da 

a a¡ (r) a¡ r, (a) OCi < a < a 2 , V\ (a) < r < r 2 (a) 


E1 criterio para elegir el orden de los diferenciales es el mismo que el que se 
utiliza para las coordenadas rectangulares. 


Si f(x;y) =1, como ya vimos, tenemos la fórmula del área. 


b a 2 (r) a 2 r 2 (a) 

A = j"j" dxdy = JJ ‘r.dr.da = J ^r.da.dr = J ^r.dr.da 


1 a¡(r) 


a¡ r¡ (a) 


Ejemplos 


1) Hallar el área de un círculo de radio 2. Calculamos el área de un cuarto de 
círculo y luego la multiplicamos por 4. 


D = 



R = 


0 < r < 2 

0 < cr< — 
2 



En este caso vemos que mientras r varía entre 0 y 2, los límites de variación 
de oc son siempre los mismos, entre 0 y ji/ 2. Por lo tanto: 


2 x¡2 


2 7ü¡2 


A = 4. J J r.da.dr = 4. J J r.da .dr = 4. ^r .a]^ ,dr = 

oo c 

. 2 r 7t . . n r~ 

= 4. r .—.dr = 4. —.— 

J 'y 2 2 


o i_ o 

, -12 


= 4n 









304 


Alejandro £ García Venturini 


2) Hallar el área de la siguiente corona circular. Calculamos el área de un 
cuarto de la corona y luego la multiplicamos por 4. 

y 


R = 


2<r<3 

K 

0<a<- 

2 


En este caso vemos que mientras r varía entre 2 y 
3, los límites de variación de a son siempre los 
mismos, entre 0 y Jt/2. Por lo tanto: 



3 x/2 


'k/2 


A = 4. J J r.da.dr =4. J j r.da 

2 o 

= 4. [r.—.dr = 4.—. 

J 9 9 


o 

n3 


.dr = 4. jr -a]*'~ .dr = 


n r 
2 ' 2 


= 9n - 4 k = 5n 


3) Hallar el área del rectángulo D = {(x;y)e 9í 2 a 0 < x < 3 a 0 < y < 2 }. 
Calculamos el área del triángulo inferior y luego la multiplicamos por 2. 


Í0 < x < 3 

|o < y < 2 


J 0 < r < 3 / cos a 
{O < a < arctg 2/3 



Si consideramos el triángulo inferior vemos que mientras a varía entre a 1 = 0 y 
a 2 = arc tg 2/3, los límites de variación de r no son siempre los mismos como 
en los casos anteriores, r ahora varía entre 0 y la recta x = 3, que debemos ex- 

3 

presar en coordenadas polares, es decir 3 = r.cos a => r =-. Por lo tanto: 

cosa 
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arctg2/3 

3 / cos a 

arctgl/2 2 

hK 

II 

K) 

1 r.dr 

.da= 2. í — 

0 

J 

0 

o J 2 J 


,da= | 


cos 2 a 


,da = 


| arctg2/3 = g _ = 

'3 


= 9tgaY 0 

4) Hallar el área del recinto D = j(x/ y)e 9í 2 a x < y < ^j\ — (x — \) 2 j. 


Í0 < x < 1 


D = 


<y<T¡ 1 - (x -1) 2 


R = { 


0 < r < 2 cos a 

n . .n 
— <a< — 

14 2 



Vemos que mientras a varía entre oq = 7t/4 y a 2 = 7t/2, los límites de variación 
de r no son siempre los mismos, r varía entre 0 y la circunferencia, que debe- 
mos expresar en coordenadas polares: 

(r.cosa-l)" + (r.sena)~ = 1 => r 2 cos 2 a-2rcosa+ \ +r 2 sen 2 a = \. 


Por lo tanto r 2 - Ircosa = 0 => r = lcosa 


n/2 

lcosa 

n/2 2 ‘ 

lcosa 

n /2 

A = I 

\r.dr 

.da= f — 

.da = 

I 2 

n /4 

J 

0 

n/4 2 - 

0 

n/4 


n /2 , 


= 2 Í 


n /4 


(2a) , sen(2a) 

-—~.da = a + --—- 

n /2 

= —+ 0- 

— 1 — 

2 

2 

ff/4 

U 2) 


= --- = 0,285 
4 2 
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5) Hallar el volumen del sólido limitado por la superficie z = e x +y si el do- 
minio es D = {(x; j)g 3i 2 / x 2 + y 2 <4ax>Oaj>o} 


D = 


Í0 < x < 2 
10 < y < 


R = < 


0 < r < 2 

0<or< — 
2 



En este caso vemos que mientras r varía entre 0 y 2, los límites de variación 

2 2 2 

de a son siempre los mismos, entre 0 y n/2. z = e x +y = e' . Por lo tanto: 

2 7ü¡2 2 7I¡2 2 

V = J | e .r.da.dr = | J e .r.da .dr = je' .r.a\.dr = 


o o 
2 


r j K . K.e 

= \e .r—.ar = - 

J ? A 


K.e K K 


4 4 4 




Generalización de la Integral Doble - La Integral Triple 


Supongamos ahora una función u =f (x;y;z) > 0 definida en el recinto sólido 

a<x<b 


D c 1 definido por: 


D = \ 


Ti(x)<y< y 2 (x) 
z 1 (x;y)<z<z 2 (x;y) 


Generalizando el concepto de integral doble, podemos considerar la integral 
triple de la siguiente manera: 


f(x;y;z).dz.dy.cbc 


b y 2 (x)z 2 (x;y) 

- J J J/(x; y; z).dz.dy.dx 


a yjx) zjx;y) 


E1 orden de los diferenciales sigue el mismo criterio que para las integrales 
dobles. E1 último diferencial (dx) corresponde a la variable de la primera 
integral (x), el segundo diferencial (dy) corresponde a la variable de la se- 
gunda integral (y) y el primer diferencial (dz) corresponde a la variable de la 
última integral (z). 
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Caso particular-el volumen: si u = f (x;y;z ) = 1, la integral triple mide el 
volumen del sólido. Esto nos indica otro camino para calcular el volumen de 
un sólido, el que se encuentra comprendido entre ambas superficies. 



2) Calcular mediante una integral triple el volumen del tetraedro limitado por 
los planos coordenados y el plano 6.v + 3 y + 2z = 18 . 


3 6-2x 9—3x—\,5y 


3 6-2x 


V = | | j¿/z .dy.dx = | | z\ 


9—3x—\,5y 
0 


0 0 


0 0 


6 — 2x 


J J(9 — 3x — \,5y - 0) 


.dy.dx = 


J(9y-3xy-0,75_y 2 )] 0 .dx 
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= j[9.(6-2x)-3x.(6-2x)-0,75.(6-2x) 2 -0 


.dx = 


= J( 54 — 18x-18x + 6x 2 —27 + 18x - 3x 2 ).¿/x = 


= |(27 — 18x + 3x 2 ).í/x =(27x — 9x 2 +x 3 j 


= 81-81 + 27 = 27 


3) Calcular mediante una integral triple el volumen del sólido limitado por 
los planos coordenados, y los planos z = 6 y x + y = z. 


6 6 —x 6 


6 6—x 


v = III dz.dy.dx= j J z \ x . y dy.dx 


0 0 x+y 

6 6—x 


J J[6-(x + y)] 

oL 0 

J 6 y-xy- 


y_ 

2 


.dy.dx = 


.dx - 



6 

= J|^6.(6-x)-x.(6-x)-0,5.(6-x) 2 ,dx = 


o 

= íÍ36-6x-6x + x 2 -18 + 6x- — 


0 V 

6 í 


.dx = 


= J 


2 ^ 

18 - 6x + — 
2 


.dx = 


3^ 

18x —3x" + — 


n6 


= 108-108 + 36 = 36 


Integrales en coordenadas cilíndricas 



En algunos casos el cálculo de integrales triples se simpli- 
fica expresando las funciones en coordenadas cilíndricas. 
Es otro caso particular de cambio de variables donde las 
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coordenadas de un punto P = (x;y;z) son 


x = r.cosa 

v = r.sena r > 0, 0 < a < 27t 
z = z 


Las coordenadas xej/se reemplazan por las coordenadas polares del punto 
P’ que es la proyección del punto P sobre el plano (xy). 

E1 jacobiano en este caso se calcula de la siguiente manera: 


f 

J 


x;y; 


^ r; a; z ^ 


dx 

dx 

dx 




dr 

da 

dz 


cosa 

— r.sena 

0 

dy 

dy 

dy 


sena 

r. cos a 

0 




— 

dr 

da 

dz 


0 

0 

1 

dz 

dz 

dz 


dr 

da 

dz 





cosa 

sena 


- r.sen a 
r. cos a 


= r.(< 


cos a + sen 2 a 


)=■ 


Por lo tanto 

1= |{} D / ( x; y;z) dz.dy.dx = {{{ f(r;a;z)r.dz.da.dr = 

b °¡2 ( r ) z 2 (''■'«) ff 2 r 2 (a)z 2 (r,-a) 

= { { { f(r;a;z)r.dz.da.dr = { { { f (r;a;z)r.dz.dr.da 

a a x (r) z x (r;a) a¡ r¡(a) z x (r;a) 


a<r<b, ai (r) <a< a 2 (r) t z\(r;a) <z< z 2 (r; a) ó 

a\<a<a 2 , /*i (a) < r < r 2 (a.) zfr;a) < z < z 2 (r;a) 


Nota: si /( x;y;z ) = 1, la integral triple mide un volumen. 
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Ejemplos 

1) Calcular mediante una integral triple, utilizando coordenadas cilíndricas, 
el volumen de una esfera de radio 3. 


Calculamos la octava parte del volumen correspondiente al primer octante. 
Vemos que mientras r varía entre 0 y 3, los límites de variación de a son 
siempre los mismos, entre 0 y n/2. Por lo tanto: 


3 V 9-x 2 j9-x 2 -y 2 3 /r/2 j 9-r 2 

C = 8.J J" ^dz.dy.dx = 8. J J" J 'r.dz.da.dr = 

oo o ooo 


3 »/ 2 

*ÍJ 


j9-r 2 

J 'r.dz 


3 it/2 


.da.dr =8.| | r.z]f^~da. 


dr ■ 


4 

o 


'tt/2 


| r.y¡9-r 2 .da.dr =8.|r.V4 


2 

r .a 


-1 n¡ 2 


.dr 



= 36n 


2) Calcular mediante una integral triple, utilizando coordenadas cilíndricas, el 
volumen del sólido limitado por el paraboloide z = x~ + y y el plano z = 4. 

Calculamos la cuarta parte del volumen correspondiente al primer octante. 

2 j 4-x 2 4 2*/2 4 


V = 


4.J J jdz.dy.dx = 4. J J Jr. 


dz.da.dr = 


= 4 


2 n/2 I - 4 

íí h 


dz 


.da.dr =4 


= 4 


z, 

■í 


71/2 


0 0 
2 tc/2 

í í- 

0 0 

2 


z , da.dr = 


J(4r —r 3 ) .da.dr =4. J(4r — r 3 Jer],/ .dr 


= 4 


. J(4r - r 3 ). 


—.dr =2 k\ 2r ¿ — — I = 8 k 




























Integrales múltiples 


311 


3) Calcular mediante una integral triple, utilizando coordenadas rectangula- 
res y coordenadas cilíndricas, el volumen del sólido limitado por la super- 
ficie z = xy si la base del sólido es el triángulo de vértices A = (0;0), 
B = (2;0) y C = (2;2). 


z x xy z x xy z x 

V = 11 jdz.dy.dx = j* j* Jí/z .dy.dx — J Jz]* 7 .dy.dx = 


0 0 0 
2 r x 


2 2 " 
.dy.dx = f—— 

x 2 3 4 

.dx = \—.dx = — 

J 2 

0 ^ J 

J 2 8 

0 0 ^ ° J 


= 2 



Veamos ahora la resolución en coordenadas cilíndricas. 


Vemos que mientras a varía entre (i\ = 0 y «2 ~ 7t/2, los límites de variación 
de r no son siempre los mismos, r ahora varía entre 0 y la recta x = 2, que de- 

2 

bemos expresar en coordenadas polares, es decir 2 = r.cos a => r = -. Por 

cosa 


lo tanto: 


n/A 2/cosa d~.cosa.sena 

n/4 2/cosa 

2 

r .cosa.sena 

v= J J J 

r.dz.dr.da= J J 

J r.dz 

0 0 0 

0 0 

0 


n/4 2/cosa 


n/4 2/cosa 


Í f tr .cosa.sena 7 7 f f i 

j r.z] o dr.da= J j r . 


cos a.sen a 


0 0 
n/4 


= J 


cos a.sen a. 


2/cosa 


0 L 0 
n/4 


.dr.da = 


.dr.da = 


,da=4. J 


= 4. J cos 1 a.sena.da = 


cos a 


o 

n/4 


cos a.sen a 
cos A a 


.da = 


=4-2=2 
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4) Calcular mediante una integral triple, utilizando coordenadas rectangula- 
res y coordenadas cilíndricas, el volumen del sólido limitado por la super- 
ficie z = xy 2 si D = {(x/y)e 9í 2 A0<x<2A2x<y<4} 



Vemos que mientras a varía entre ai = arc tg 2 y a 2 = n/2, los límites de va- 
riación de r no son siempre los mismos, r ahora varía entre 0 y la recta y = 4, 
que debemos expresar en coordenadas polares. 

4 2 2 2 3 2 

r — -. z = xy —r cos a.r sen a = r .cos a.sen a. Por lo tanto: 

sen a 


n /2 A/sena r .cosa.sena n/2 4 /sena 

V = } | ^r.dz.dr.da = } } 


arctg 2 0 

n / 2 4 / sen a 


0 


r .cosa.sen a 


h 


dz 


arc tg 2 0 

n / 2 4 / sen a 


.dr.da = 


= J Jr.z]o ' c ° sase " "dr.da = J ^r 4 .cosa.sen 2 a.dr 


arc tg 2 0 

n/2 


— 1 4 / sen a 


- J' 


2 r 
cos a.sen~a. — 


arc tg 2 

1.024 


arc tg 2 [_ 0 

n/2 


.da = 


Jo 


Ja-ríf. I 


n/2 


•f 


cos a.sen ' a.da =- 


512 


S.sena 


arc tg 2 
n/2 


arc tg 2 


cosa.sen a 
sen a 


512 


1 -- 


.da = 


1 


sen arctgl 


512 


.0,25 = 25,6 


5 
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Integrales en coordenadas esféricas 


Además de las coordenadas cilíndricas, a veces con- 
viene utilizar las coordenadas esféricas. Es otro caso 
particular de cambio de variables donde las coordena- 

x = p.seiup.cos a 


das de un punto P = (x;y;z) son 


y = p.sen rp.sen a 


z = p.coscp 



p es la longitud del segmento OP, a es la ángulo polar de la proyección del 
punto P sobre el plano (xy) y cp es el ángulo que forma el semieje positivo z 
con OP. p > 0, 0 < a < 2jt, 0 < (p < jt. 


E1 jacobiano en este caso se calcula de la siguiente manera: 


J 


r \ 

x;y;z 

(p;a;<p. 


dx dx dx 
dp da d(p 
dy dy dy 
dp da d(p 
dz dz dz 
dp da d(p 


seníp.cosa 

seníp.sena 

cos(p 


= p .sen (p 


Por lo tanto 


- p.senp.sena 
p.seníp.cos a 
0 


p. cos (p. cos a 
p. cos (p.sen (X 
- p.seníp 


f{x;y;z\dz.dy.dx = ÍÍJ> ; a; (p) p 2 sen (p.chp.da.dp 


b a 2 (p)<p 2 (p;a) 

= || J/'(p; a; (p) p 2 sen (p.dcp.da.dp = 

a adpJpiO,») 
a 2 pja)cp 2 (p;a) 

= || j*/(/9/ a; (p)p 2 sen (p.díp.dp.da 

«iPi(a)<Pi(p;«) 

a < p<b, ai (p) < a < a 2 (p). (P\(p;a) <(p< cpfp; a) ó 

ai < a < a 2 , p\(a) <p<p 2 ( a), (p\(p;a) <(p< (pi(p;a) 

Nota: si / (x;y;z) = 1, la integral triple mide un volumen. 
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Ejemplos 

a) Calcular mediante una integral triple, utilizando coordenadas esféricas, el 
volumen de: a) la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 9. 

Calculamos la octava parte del volumen correspondiente al primer octante. 
Mientras p varía entre 0 y 3, los límites de variación de a y de cp son siempre 
los mismos, entre 0 y n/2. Por lo tanto: 



b) la región limitado por el interior de la hoja superior del cono z = x 2 + y'’ 
y superiormente por la esfera de radio 3 (x 2 + v 2 +z 2 = 9 ). 


Ambas se cortan enz = 3/ s¡2 ,p.cos<p = 3/ \¡2 => cos<p= \¡2 /2 (p = jt/A 
Calculamos la cuarta parte del volumen correspondiente al primer octante. 
Mientras p varía entre 0 y 3, a varía entre 0 y n/2 y (p varía entre 0 y Jt/4. 


3 n¡2 n¡A 


3 n/2 


V = 4 . J J ^p 2 sen cp.dcp.da.dp =4. J J J p 1 sen (p 


n/A 


.dcp.da.dp 


Partt supetior 
dsl COno: 

* = t /* 
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Área de una Superficie Curva en 3 

a) La superficie está expresada en forma paramétrica 

Partimos del planteo formulado en la página 196, donde tenemos una super- 
ficie definida como imagen de un campo vectorial el tipo: 

/: D 91 2 —>9í 3 / f(u;v)= \x(u;v);y(u;v);z(u;v)] 

Vimos que a una subdivisión de la malla rectangular le corresponde una 
subdivisión curvilínea de la superficie S. Si consideramos en el conjunto D 
(conjunto en el que está definido el campo vectorial /) un punto (m 0 ;v 0 ) y un 
rectángulo de lados A u y Av y por lo tanto de área Au.Av, a dicho rectángulo 
le corresponde, a través de f , una porción de la superficie S. E1 área de di- 
cha porción de superficie 
puede aproximarse median- 
te el área de un paralelo- 
gramo ubicado en el plano 
tangente a la superficie en 
(x 0 ;y 0 ;z 0 ) = f(u 0 ;v 0 ) ge- 
nerado por los vectores 
A u.%y Av.fi. 

Esto se debe que el seg- 
mento de longitud A u se 
transforma, a través de /, es una curva (C 2 ) situada sobre la superficie. E1 
vector f u es el vector velocidad de esta curva, por lo tanto cuando u se in- 
crementa en A u, el punto correspondiente a (m 0 ;v 0 ) sobre la superficie se des- 
plaza a lo largo de dicha curva una distancia aproximadamente igual a 
Au. fi ■ Lo mismo sucede con Av.f . 


Vo 


Av 


A 11 



/,a/ 


T^NÍA///;, 


1 '/N4. X 


/ ' \ \ 

t ! V'-./A 

¡ j ’o \ \ y 


1/ y ■ 


u 0 


E1 área del paralelogramo (una porción de la superficie S) que generan los 
vectores Ait. f y Av.f, (dS) está dado el módulo de su producto vectorial. 
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Por lo tanto el área de la superficie es: S = \L I a/ v ' 


.du.dv 


De esta fonna el área de una superficie queda expresada por una integral doble. 
Ejemplo 

Si D es la región limitada por 0 < z/ < 1 y 0 < v < 2/r, y 
f(u;v)= (u cosv;u sen v; u) 

Calculamos los vectores f u y / v 

f u = (cos v; sen v/l) / v = (- u.sen v; u. cos v/0) 


1 

.V 

í 


V 

y 




f u A /v’ = 


i j k 

cos v sen v 1 

— u.senv u.cosv 0 


E1 área es S = j*J ju 2 . 

= J"^\/2 u.du.dv 


cos 2 v + u 2 .sen 2 v + u 2 


= (- u. cosv;—usenv; u. co.f v + u.sen v) = 
= (—u. cos v;—u.sen v; u) 

.du.dv = {{V 2z/ 2 .du.dv = 


Llegamos así a la expresión de la integral doble que nos permite calcular el 
área. Resolvemos la integral utilizando coordenadas polares. 



b) La superficie está expresada en forma explícita 

Si la superficie está expresada como z = f(x;y), podemos adoptar la si- 
guiente forma paramétrica: x = x;y = y, z = f(x;y). 
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f(x;y) = [x;y;f(x;y)\ 

L = ( ] ’'°’ z x) y fy = (°’ ] ; z y) 


/> /; 


i j k 

i o 

o 1 z y 



dS = 


f'x A f'y -dx.dy = tJi + (z' x J +(z y ) 2 .dx.dy 



Por lo tanto S= || -y 1 + (z x J + (z' y j 2 .dx.dy, donde D es la proyección de la 
superficie sobre el plano (xy). 


Ejemplo 


Calcular utilizando una integral doble el área del paralelogramo intersección 
del prisma: 0 < x < 2, 0 < v < 2, y el plano z = 3 y. 

2 2 _ _ 

S = JJ V1 + 3 2 + 0 .dx.dy = j JVlO .dx.dy = flO x] .dy 

o o 

_ 2 _ 

= 2VlO J dy = iJlOy }" = 4VlO 

0 

c) La superficie está expresada en forma implícita 

Si la superficie está expresada como F(x; y;z) = 0, el dS se obtiene reem- 



plazando en O las derivadas parciales: dS = 




1 + 








.dx.dy 


Por lo tanto S 




(y[ jff 

If'I 


.dx.dy 
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Ejemplos 


a) Calcular utilizando una integral doble el área del triángulo de vértices 
A = (3;0;0), B = (0;2;0) y C = (0;0;4). 


La ecuación del plano es - + =- + — = 1 


4x + 6y + 3z —12 = 0 


3 2 4 


C ff V16 + 36 + 9 ^ 3 f 3 f ~ VóT ; ; 

ó = JJ^- .ax.dy-J J -. dy.dx = 


JD 9 

VóT 3 


■}y V 


0 0 
3 


= Ai(I---v + 2 
9 f 9 il 3 y 


.dx = - 



M. { ^ +6)= M 


b) Calcular utilizando una integral doble el área lateral de la zona esférica 
x 2 + y 2 + z 2 =25 , para 0 < x < 4 . 





dy 



{ y T 

25 —x 2 y 


4 

.dx =20 ^arcsen 
0 



.dtx 


= 20 [-.dx = \07T.xX =46n 
J 7 J o 

o ^ 
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Otros casos 

Si en lugar de proyectar sobre el plano (x;y), proyectamos sobre los otros 
planos coordenados, tenemos: 


a) y = f(x;z), proyectamos sobre el plano (x;z) 

s= J|,V 1 + fc ) 2 +(y'J -dx.dz o S = || 3 


i(d) 

r+l 

K 

t+ 1 

w 


\K\ 



dx.dz 


Ejemplo 


i) Calcular utilizando una integral doble el área del paralelogramo intersec- 
ción del prisma: 0<x<3, 0<z<3,yel planoy = 3x. 


Pensamos a y = f(x;z). 


j 

= 3VÍO \dz = 3VlO z ] 3 o = 9VÍÓ 



ii) Calcular el área de la parte de superficie del cilindro x 2 + y 2 = 9 , recorta- 
da por el cilindro x 2 + z 2 = 9 , en el primer octante. 

o \z 

Pensamos a x 2 + y 2 = 9 , como una función implícita que 
define a y=f(x;z). 


- fí Jff+fyf A A = jY Jf+y 


S "JÍ 


2y 


j yj y—x 

-! í 


y¡9^: 


r.dz 


J 

.dx =3 J- 


-.dz.dx = 


y 


oy¡9^: 



j 

dx = 3 Jí¿c = 3x] o = 9 
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b) x = f(y;z), proyectamos sobre el plano (y;z) 


s = JJjÍ 1 + ( x >) : +{x' z J -dy.dz o S = ^ ^ ■dy 


\ F A 

Ejemplos 

Resolvemos el caso anterior i), considerando a x = f(y;z), x = 

r VlO 


5 = íU 1+ U °- dy - dz= í í\IU dy - dz = f-r-^ i dz 

3 


= 3VlO Jc/z = 3^10 z ] 3 q =9VTo 
0 

Vemos que por otro camino llegamos a lo mismo. 
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De las integrales dobles 
Cálculo de la rnasa 


Consideremos una lámina delgada que tiene la forma de un recinto D. Supo- 
nemos que la materia está distribuida en la lámina y que p{x;y) representa 
la densidad superficial 1 en un punto ( x;y ). En este caso la integral doble re- 
presenta la masa de la lámina. 


M 


x; y).dx.dy 


Cálculo de los momentos estáticos 


En este caso los momentos estáticos o primeros se definen de la siguiente 
manera: 


Respecto del eje x: 
Respecto del eje y: 


M x = ¥ x; y).y.dx.dy 

D 

m , = ;y).x.dx.dy 

D 


Cálculo del centro de masa 

Las coordenadas del centro de masa son: 


m , d 


JJ,( x; y).x.dx.dy 


M Ur( x;y).dx.dy S M JJ,( x;y).dx.dy 


M X D 


JJ,( x;y).y .dx.dy 


1 Cantidad de masa por unidad de superficie. Si la lámina es homogénea, la densidad 
p es constante. 
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Cálculo de los momentos de inercia 

Los momentos segundos o de inercia se calculan de la siguiente manera: 
Respecto del eje x: I x = IIA x; y).y 2 .dx.dy 

D 

Respecto del eje y: I y = ii* x; y).x 2 .dx.dy 

D 

Ejemplo 

Hallar el centro de masa de la lámina correspondiente a la región parabólica 

2 

C . 

proporcional a la distancia entre (x:y) y el eje x. 


D = {(x,y)e 9f/0 <y< 4-x 2 ax>o} si la densidad superficial p (x;y) es 


2 9 n 4 ~x 2 


0 0 

f 

= k. 


o 2 Jo 


M=j" | ky.dy.dx = k~^=— dx = — lJ"(4 — x 2 \.dx =—k J*(l 6 — 8x 2 +x 4 )c¿c 


o 4x 3 x 5 ^ 

8x-+ — 

v 3 10, 


-|2 


r 


32 16j 128 


= k. 16 — — + — I = ^^k 
{ 3 5 J 15 


o 


2 4-+ 

M x = | | k.y 2 .dy.dx = k. J 


2 3 1 4 -x 

-y 


0 0 


0 


1 2 

c/x = — £ j"(4 — x 2 j 3 .dx = 


2 

J*(ó4 — 48x 2 +12x 4 — x 6 ).dx =—k 

. 3 12x 5 x 7 

2 ^ 

5 7 

°y 

0 

v J 


= -k 
3 




128-128 + 

V 5 


387 128 


7 


2048ic 

15 


2 4-x 2 

M y — j" j" k.xy.dv.dx = j" 


2 2 l 4 ~x- , 2 

-xy 


dx = k j"x.(4 — x 2 ) ,dx = 


1 2 

= —k j"(l 6x — 8x 3 + x 5 ).c/x =k. 


. 2 4 X 

4x — x H- 


c 6 

12 


n25 


Jo 


16 j 16 


= k 16-16 + — | = — k 
l 3 J 3 
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16 k/ 


2048£ 


x„ = 


s 128k/ 


y s = 


s 128k 


105 _ 16 
7 


x 15 /15 

2 4-x 2 2 4 ~ 4-Jc 2 ^ 2 

I x = j | k.y 2 .y.dy.dx = j- — dx = — k. J(4 — x 2 ) .dx 

00 0 4 _ 0 4 0 

1 2 

= -k. J(256 - 256x 2 + 96x 4 - 16x 6 + x 8 ) .dx =k. 



64x 3 24x 5 4x 7 x 9 

64x-+-+ — 

3 5 7 36 


= k. 


64 3 24x 5 4x 7 x 9 1 ^ 

64 x-x +-+ — 

3 5 7 36 


v 


512 768 512 5121 16387* 

= *. 128-+-+- =- 

3 5 7 36 J 315 


x h-x 222 ' \ A 2 

I y = J J k.x 2 y.dy.dx= J * 3 dx = — k Jx 2 .(4 — x 2 ) .dx =—k J(l6x 2 -8x 4 +x 6 ).<ix = 


= k. 


V 


8 x 3 4x 5 x 7 

14 


0 2 Jo 
n2A 


= k. 


64 128 64 i 512* 

-+ - 


7 j 105 


De las integrales triples 

Si ahora consideremos una región sólida S en la cual la materia está distri- 
buida y que p(x; y; z) representa la densidad volumétrica 2 en un punto 
(x;y;z), las fórmulas correspondientes a la masa y a los momentos son los 
siguientes. 



M- jjjp(x;y;z).dx.cfy.ck 
s 

Respecto delplano xy: 

M xy = JJJz.p(x; y; z).dx.dy.dz 

s 

Respecto del plano yz: 

M xz = JJJx.yo(x; y; z).dx.dy.dz 

s 

Respecto del plano xz: 

M x: = JJJ y~p(x; y; z).dx.dy.dz 

s 


' Cantidad de masa por unidad de volumen. 
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x =^L-^ 
* M 


.p(x; y; z).dx.dy.dz 
s _ 

y; z).dx.dy.dz 


M 


y*=- 


xz _ S 


M 


\\\y.p(x; y; z ).dx.dy.dz 
_s _ 

J*J*J 'p(x;y;z).dx.dy.dz 


_ ^xy _ s 

s M 


JJJ* ,p(x; y; z).dx.dy.dz 


Respecto del eje x: 
Respecto del eje y: 

Respecto del eje z: 
Ejempio 


J*J*J 'p(x; y; z).dx.dy.dz 
s 

I x = JJJ(v 2 + z 2 )p(x; y; z).dx.dy.dz 
s 

r y = JJjJ* 2 + z 2 Jp(x; y; z).dx.dy.dz 
s 

r „ = JJJ(x 2 + } ,2 ).p(x; y; z).dx.dy.dz 


Calcular la masa de una esfera de radio 1 si la densidad volumétrica en cada 
punto es proporcional a la distancia al plano (x;y). 

p(x;y; z) = k.z, lo resolvemos en coordenadas cilíndricas. 


7l /2 1 Vl -r 


M = \\\k.z.dx.dy.dz = 8 J J ^k.z.r.dz.dr.da = 


s 

k /2 1 


0 0 


= « { J. 

0 

71 / '¿ 

= « J 


0 0 0 

K / 2 1 


JO 


k /2 2 4 nl 

- r r 


2 4 


r.dr.da = Ak J Jr.(l — r 2 )dr.da = 
o o 

k/2 

da = = k J da = ka\l /2 = — 
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Calcular el área de los siguientes recintos aplicando integrales dobles. 


1 


\ 


\ 


\ 


4) 


y = x 
x = 2 5) 

eje x 


8 ) 


y = 2x 
x = 2 9) 

j = 0 


|j = 4-x 2 
[x — y + 2 = 0 

y = l 

10 ) - 



* 2 -- V -‘ U)l l - y - e ' 12) í^- 1 - 1 


12 ) 


V = 2 

x = 0 [0<X<1 [0<x<2 [0<JV<1 

xy = 2 

Calcular los volúmenes de los siguientes sólidos aplicando integrales dobles. 


13) JJ {2x + y z x 

14 > ÍJL( 


\dx.dy 

Yj.dx.dy 


[x + _vx + 

15) ÍL (2 xv +1 \dx.dty 
ió) {[(2XV + x \dx.dy 



17) Calcular el volumen de los cuerpos situados en el primer octante, limita- 
dos por los planos coordenados y las superficies que se indican. Graficar. 

a) el plano x + y + z = 2. b) los planos z = 4e_v = -x + 2. 

X V Z 

c) el plano — + y + = 1. d) los planos z + 3x = 6e y = 4. 
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e) el plano 2x +2 y-z = 4. 

í) la superficie cilíndrica y = x 1 y los planos y = x y z = 2 cn cl primer 
octante. 


18) Calcular las siguientes integrales 

Jl 1 +COS X 




.sen x.dy.dx 


0 0 


b) 


2 2 2 

| j"^y .dv.dx 

11 y 



dx.dy , D es el triángulo de vértices (1;1), (2; 1), (2;2). 


d) JJ e x .dx.dy, D = {(x/y)e 9í 2 /e x < y < e lx a 0 < x < ln 2 } 
19) Calcular los volúmenes de los siguientes sólidos limitados por 


a) la superficie z = x 2 + 2v 2 y el recinto J x 

[O < y < 4 

b) la superficie z = x 2 +5 y 1 , si el recinto de integración es el triángulo de 
vértices (0;0), (2;0), (2;1). 

c) la superficie z = -. -, x > 0, y > 0. 

(x + l) 2 .(y + l)~ 


20) Calcular las áreas de los siguientes recintos utilizando coordenadas polares 

a) D = {(x;y)e 9? 2 /x 2 + y 2 < 4 aj < o} 

b) D = {(x;y)e 9Í 2 /0 < x < 1 a 0 < y < 3 } 

c) D = {(x;y)e 9Í 2 /4 < x" + y 2 < 16 a y < o} 
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21) Calcular las siguientes integrales dobles utilizando coordenadas polares. 

a) \\x.dx.dy , D = \(x;y)& Sl 2 /x 2 + y 2 <4ax<o} 
d 

b) \\x.y 2 .dx.dy , D = \(x;y)e ÍR 2 /1 < x 2 + y 1 < 4 a y > o} 

D 

e) ||(x 2 +5 y 2 \dx.dy, D = {( x;y)e 9í 2 /4 < x 2 + y 2 < 16 /\y > o} 

D 

d) \\y.dx.dy , D = {(x;y)e 9Í 2 /0 < y < V4x-x 2 1 

D 


e ) ||~T~ 2 

]jx+y 

í) \\(x 2 +y 2 


.dx.dy, D = {(x; j)g 9í /1 < x 2 + y 2 < 4 } 
\dx.dy , D = {(x;_v)g 9í 2 /(x - 1)“ + y 2 < l} 


D 


E )J[ 


x 2 — 2 

\ .dx.dy si D el recinto limitado por las rectas y = x, v = V3 x y 
x" +y 


las circunferencias x + y 2 = 4 y x 2 + y 2 = 9 , en el primer cuadrante. 


h) ||e A ' .dx.dy , D = 91 2 

D 

i) | | X+ -C -dx.dy , D = {(x;y)e 9Í 2 /_v<xax + 4_v<4a_v>o} 
d x ~ 

22) Calcular el área de la región limitada por las curvas de nivel 1 y e dcl campo 
escalar f(x;y) = e x +y -1 . 

23) Calcular el área de la región en cuyos puntos son positivas las componentes 
del campo vectorial f(x;y) = ( 4-x 2 -y 2 ;x 2 +y 2 - 2 ). 

24) Calcular el área de las regiones en las cuales están definidos los campos 
vectoriales con imagen cn 9v ! . 

a ) f(x;y) = ^2-x 2 -y 2 ;y]x + y;-Jy-x 2 1 

b) f(x;y) = (yjí -xy;ln(x-y);ln(Sy-x 2 )) 
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25) Calcular los volúmenes de los sólidos limitados por las siguientes superíí- 
cies utilizando integrales triples y coordenadas rectangulares. 

a) y = 4 - x 2 a z = 6, en el 1° octante 

b) v 2 = 16 - x 2 a z = 4, en el 1° octante 

c) S = {(x/jyz)e 9Í 3 aO<j<6aO<z<4 — x 2 } 


d) x 2 +y 2 = 25 , el plano x + y + z = 8 y el plano (x\j 

e) z = l,x + y + z = 2enel primer octante. 

26) Graficar el sólido cuyo volumen viene dado por la integral triple 



dz.dy.dx y calcularlo. 


oo o 


27) Calcular los volúmenes de los sólidos limitados por las siguientes superíí- 


cies utilizando coordenadas cilíndricas. De ser posible, verificar utilizando 
coordenadas rectangulares. 

a) Paraboloide z = 4-x 2 -y 2 y elplano (xy). 

b) Superficies cilíndricas x 2 + y 2 = 16, x 2 +y 2 =1 con 0 < z < 3. 



d) z = y , con 0<i<4a0 < y < x. 


e) Cono z = -Jx 2 + y 2 y el cilindro 1 = x’ + y 2 , z > 0. 


f) Paraboloides z = x 2 +y 2 y z = 2-x 2 —y 2 . 

g) Paraboloides z = 4x 2 + 4y 2 y z = 5-x 2 -y 2 . 

h) Paraboloide z = x 2 +y 2 , el cilindro x 2 + y 2 = 1 y z = 0. 

28) Calcular la integral í í í -— ( ^ x ' ( ^ ' a ' z s s i D está limitado por los planos 

JJ - b (x + y + z + l) 

coordenados y el plano x + y + z = l. 

29) Calcular el volumen del sólido limitado por el cono 4z 2 = x 2 + y 2 y la 
esferax 2 + y 2 + z 2 = 5 conz> 0, utilizando coordenadas esféricas. 
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30) Calcular la integral JJJ, xyz.dx.dy.dz , utilizando coordenadas esféricas si 

D = {(x/_y/z)e /x 2 + v 2 + z 2 < 1 a x > 0,y > 0,z > o}. 

31) Calcular la integral JJ£(2zx 2 +2 zy 2 ).dx.dy.dz , si D es el sólido limitado 
por el cono z = x +y y el cilindro + y = 1 , conz > 0. 

32) Calcular la integral + y 2 ).dx.dy.dz, si D es el sólido limitado por 


el paraboloide 2z = x 2 + y 2 y el plano z = 2. 


33) Calcular la masa de una placa homogénea con la forma del recinto defi- 
nido porD = {(x/_y)e 3i 2 /y 2 <x< y + l\. 

34) Calcular el momento de inercia respecto del eje z de una pirámide trian- 
gular homogénea S = {(x/_y/z)e 9Í J / x + y + z < l,x > 0,y > 0,z > o}. 

35) Calcular el área de la porción de superficie cilíndrica x 2 + v 2 = 4, situa- 
da en el primer octante entre los planos z = 0yz+j = 3. 

36) Calcular el área de la sección elíptica determinada en la superficie cilín- 
drica x 2 + v 2 < 9 , por el plano z = y. 

37) Calcular el área de la superficie cilíndrica x 2 +z 2 =1, situada en el 1° 
octante interior al prisma 0 <y < x, 0 < x < l A. 

38) Calcular el área de la porción de paraboloide circular z = x~ + y 2 , com- 
prendida entre los planos z = 2 y z = 6. 
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Respuestas 

l)A = 6, 2)A = 10,5 3)A= - 4) A= - 5) A= - 6)A=-1)A=- 

2 3 2 10 3 

8)^ = 4 9) A = l.ln 2 10),4=| ll)^í = e 2 -3 12) ,4 = ^ 13) F= y 

272 8 

i4) F= — 15) V= 6 16) F= - 

17) a) V= | b) F= 8 c) F= 12 d) V= 24 e) V= ^ f) V= ^ 



18) a)/ = — b)/=— c)I=-ln2-— d)I = l-ln2 

3 12 3 18 

19) a) V= 164 b) F= — c) V= 1 

6 

20) a)J = 27i b)J = 3 c)A = 6n d)J = 0,285 e)J=- f)J = 4 

6 

g)A= + 2y¡3 h)A=In2 
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21 ) a)/ = —— b) / = 0 c)/= 180 ti d )/= — e)I=2n.ln2 f)/ = — 
3 3 2 


g)/ 


5.(V3—2) 


h) /= 7t i) / = 4 


22) A = n 23) A = 2n 24)a)^ = - + — b) ^4 = /«2 - — 

6 2 12 

25)a)F=32 b) F= 16 ti c) F= 64 d)F=2007t e) K = - 

6 



27) a) V= 8n b)V=45n c) F=y7t d) F = y e) K=y7t f)F=7t 
g) K=|tü h) K=| 


28)/= - — + — 

16 2 

29) F = y7t.(V5-l 

) 30)/= — 

’ 48 

32) / = - 
3 

33)M=|p 

34) /*=-£- 
30 

36)5= 9^2^- 

/3 

37)5= l-^_ 

49 

3^5= T 


16 >t 


35)5 = 371-4 
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Integrales curvilíneas de un campo escalar. 

Integrales curvilíneas de un campo 
vectorial. 
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Integrales curvilíneas de campos 
conservativos. 

Teorema fundamental. 

El trabajo de una fuerza. 
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A) Integral curvilínea sobre una curva plana 

La idea de integral simple se extendió de R al 2 ya 3 a través de las inte- 
grales dobles y triples. Pero también se puede generalizar si se reemplaza el 
intervalo de integración incluido en la recta real por una curva plana o ala- 
beada. 

De un campo escalar 

Segiin x 

Sea/iAcSí 2 —>9t/z = /(x;y), un cam- 
po escalar continuo en un cierto recinto D 
ysea g : A ^-31/ y = g(x), A c 9Í otra 
función continua definida en un intervalo 
[. a;b] cuyo gráfico es la curva Ccü que 
cumple la condición que una paralela al 
eje de las y la corta a lo sumo en un punto. 

Dividimos el intervalo [a:b] en n subintervalos, cada uno de amplitud Ax¡ y 
consideramos de cada subintervalo un punto interior x¡ al cual le corresponde 
un valor de la función g (x¡). Queda así definido para cada subintervalo un 
puntoP, =(x t ;g(x,)). 


Z =/Jv.,íí(.v,)] 



A cada P¡ le corresponde una imagenz = /'(P,) = /[x ; ;g(x, )]. Efectuamos la 

n n 

suma de los productos /(P¡ ).Ax,., ^ /(P¡ ).Ax, = ^ f\x. ;g(x,)].Ax, . 

Í =1 ¿=1 

/7 

Calculamos el lim 'Vf\x i ;g(x i )\.kx ¡ = [ f{x;y).dx 

máxAXj-sO ,_i -—- 

1-1 C=AB 

Obtenemos así la integral curvilínea de la función z =/ (x;y) a lo largo de la 
curva orientada C (de A a B), según x. 
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Segúny 

Si consideramos a la curva C como función de y, x = g(y ), con c <y <d, te- 
nemos li m £/ g(j>,.);ju l-Ajv = í f(x;y).dy 

máxAy: —>0 - , L -* v—- 

-Z- 1 C=¿5 


Propiedades 

1 ) J c ^./(x; = k. J f{x;y).dx 

2 ) J c l/(*;j) ± g(*;.y)]‘*= J c /(^j)-^± J c g(*;j4<* 

3 ) J c+ f(x;\fdx = - J f(x; y).dx Inversión en la orientación 

4) Si C = C x uC 2 u... u C„, entonces 

f(x;y).dx= f(x;y).dx+ f(x;y).dx+...+ f(x;y).dx 
Jc Jc i 


Circulación: a la integral curvilínea de/a lo largo de una curva C se la de- 
nomina circulación de/a lo largo de C. 

Cálculo de la integral curvilínea 

Í n n 

f(x;y).dx= U m Yéf[ x i ; s{x,)]-Ax l = lim ^F(x,).Ax, = 

-—~ máx Ax; — >0 ■ « máx Ax¡— >0 ■ . 

C=4*5 1-1 ' Í_1 

6 b 

= Jf(x).<¿\-= J/[x;g(x)].£Óc 
£/ £/ 


Es decir que la integral curvilínea de z =/(x;v) a lo largo de la curva C, se- 
gún x resulta ser igual a la integral definida entre los límites de variación de 
la x de la función que se obtiene al reemplazar la v de la curva por y = g(x). 

Por lo tanto queda una integral de una sola variable. 

Análogamente la integral curvilínea de z = / (x;v) a lo largo de la curva C, 
según y resulta ser igual a la integral definida entre los límites de variación 
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de la variable y de la función que se obtiene al reemplazar la x de la curva 
P or x = g(y). 

d 

J /(je; y)dy = ^f\g(y);y\dy , donde c y d son los valores de y entre lo 

c 

que varía la función x = g(y). 


Ejemplos 

1) í (x + 2y).dx , í (x + 2y).dy C = / 

Jc v Jc v ' (0<x<- 

de (0;0) -> (2;4) 


l 

J (x + 2 y).dx = J(x + 2x 2 ).dx = 


2 /-> ó 

x 2x 
— +- 


~\2 


JO 


= 2 + — = — 
3 3 


q. 3/2 

J c (x + 2y).dy = j(Vj + 2 y\dy = —— + y 



Jo 


16 , 28 
= — + 4 = — 
3 3 


2 ) \y + / ).dx, íM +y ’ }dy 


c = 


f y = 1 / x 


J c Jc 

de (1;1) —> (2; 1/2) 


J (x' + y 2 )dx = jj^x 2 + —r : 


x 3 1 
3 x 


-|2 


8 1 1 17 

-+ 1 = — 

3 2 3 6 



1 / 2 / 


£(++/)+= í[^++ 


. _ 1 y 

■dy- -+ ~ 

y 3 


1/2 


Jl 


„ 1,1 31 

= —2 + — + 1 — =- 

24 3 24 
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3) f ( x 2 +y].dx , si C = C,uC 2 . C, = J' y C, = J ' 

Jc v 1 2 1 [0 <x<l " [l<x<2 

de (0;0) —> (1;1) —> (2; 1/2) 



f (x’ + y]dx = — + — + In2 = — + in2 
Jc' 6 3 6 

Integral curvilínea de un campo vectorial 1 

Si f{x)= [P (x;y); Q (x;y)] es un campo vectorial continuo entonces: 

;y); Q(x; y)].(dx; dy)= | [p(x;y).dx + Q(x;y).dy\ 

a) La cun’a viene dada por una función explícita del tipo: y = f(x). 

Para calcularla se desdobla en una integral de un campo escalar según x y otra 
integral de un campo escalar según y. 

J \p(x;y).dx + Q(x;y).dy\= J P(x;y).dx+ J Q(x; y).dy 



1 La circulación es un escalar, y su significado depende de lo que represente el vec- 
tor /. Veremos luego algunas interpretaciones. 
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Ejemplos 


■ —x 


1) í \yx 2 .dx + (x + yWy C = + 

J [o < x < 1 

de (0;0) —> (1; —1) 

J yx 2 .dx + £ (x + y ).dy = J- x 5 .dx + J(- \fy + y)dy ■ 


x 

~6 


3/ /3 , / 


_I_! I-_A 

6 4 2 _ 12 


2) J [(x +1 ).dx + / +1 )dy\ C — C, U C 2 
de (1; 1) —> (1;2) —> (2;3) 

íy = 1 [x = 2 

C 1= f y C 2 = 

[l < x < 2 " [l < y < 3 


Calculamos primero la J y luego la J 


j' 



y 


3 

2 


(¡ 


I 


C'i 


I 


2 


.v 


J c = J c [(■* +1 )-dx + (y +1 )-dy\ + J^ [(x + \).dx + (y+ \).dy~] 

2 I 2 “I 2 

J c = J c ( x + l ) dx + J c (y +1 )4y = J( x + \).dx + \(y + \).dy = f- + x 
11 1 í i ^ Ji 


+ 0 = 



L = í c ( x + 1 )- £& + J c (y + l )- d y= \(x + \).dx + \(y + \).dy = Q + ^- + y 

2 2 2 2 1 1 

= ^ + 3-^-l = 6 => J c [(x + l).£& + (y + l).¿/y] = | + 6 = y 
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3) £ [(x + v).dx + xy.dy] 


C = C, u C, 


C, = \ y=X y C,=\ y = ' 
[0<x<l [l < x < 2 

de (0;0) —> (1; 1) —> (2; 1) 



j" ^x + y).dx +xy.dy\ = j" [(x + y).dx + xy.dy\ + j" [(x + y).dx + xy.dy\ 
Calculamos primero la J y luego la J 


y 


X 

-1- X 


J = í ( x + y).dx+[ xy.dy = [2x.dx+ \y 2 -dy =x 2 ] 0 

Jc, JQ J J 3 

2 1 2 
í= xy.dy = J(x +1 ).dx + ycy.dy =-_- 

J c + y\dx + xy.dy] = y ■+1 ^ 

4) j* [4xj.íix:+ {lx 2 — 3x+)¿/y] 


j í 


=i+i=i 

3 3 


„.35 
+0=4--=- 
2 2 


C, = 


yC 2 


recta que une 
P 0 = (-3;-2) 
con P[ = (l;0) 

- 3 < x < 1 
de (-3; -2) —> (1;0) —> (0; 1) 



J ^xy.dx + (2x 2 — 3xy)c(v] = J [4xy.c¿r + (2x 2 — 3xy)c/y] 

+ J ^Axy.dx + (2x 2 — 3x_y)c/v] 


Calculamos primero la J y luego la J 
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1 !u 

—x - \.dx + 

2 2 . 


| 4xy.dx +1 (ix 2 — 3xy).dy = 1 4x. 

11 1 -3 ' 

0 1 

Jj^2(2y + l)~ — 3(2v + l).v .dy= ^(2x 2 —2x).dx +^(ly 2 +5y + 2).dy- 


-2 

2x 3 


+ í¿ + &l + 2, 

3 2 


= --1 + 18 + 9 + — -10 + 4 = 26 
3 3 


| = J^ Axy.dx +1 (2x 2 —3xy).dy = ^Ax.yl — x 2 .dx- 


+ J 2.(\-y 2 )-3.^\-y 2 y 


.dy = 


o _ 1 

= |4x.Vl — x 1 ,dx+ J^2 — 2 .j 2 2 — 3.^1 \ — y 2 y).dy = 


/ 't \3 

4(1— 2 ) 


2 V 3 / ,\3 

+ 2y-—^- + (\-y ) 


4 2 

= — + 2 - 1 = 

3 3 


-1 


J \fxy.dx + ( 2x 2 — 3xv)</] = 

c 


26-1 = 25 


b) La curva viene dadapor una función vectorial del tipo: f(t) = [.r());_>'(/)]. 

Si P (x;y) y Q (x;y) son campos escalares continuos y C una curva suave aso- 
ciada a una función vectorial con derivada continua y no nula en el intervalo 

paramétrico [a; b], f: \a;b\ —» 9Í 2 / f(t) = [+(?);y(?)], entonces: 


b 

J \p(x;y).dx + Q(x;y).dy\ = J[p[x (t);y (t\x(t)+Q\x{t);y(t^[y (t^dt. 
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Ejemplos 

1 ) í [(x + y).dx + (y-x).dy \, con f(t) = (cost;2sent) 0<t<27r 

Jc 

2 n 

J [( x + y\dx + (y - x).dy\ = J[(coí t + 2sen t).(— sent)+ (isen t — cos t).(2 cos t^.dt - 


2 n 

= J[(35e» t. cos t - 2)].dt = 


3sen~t 


-21 


= —4/r 


2 ) f [(-^ 2 —y).dx + {y 2 +x)c/y], con f(t)={j;t~+1 ) 0 </<l 

JC 

1 

J^f(x 2 — y).dx + (y 2 + x).dy = Jf(t 2 — t 2 — l) + (t 4 +21 2 +1 + t^.2t\^.dt = 


= J(2 1 5 +4 f +2t 2 + 2t-l).dt= — + f + — + t 2 -t 


=—+!+—=2 
3 3 


, x/. K.a 


3) f [x.dy — y.dx\, con f(t) = (acost;asent) 0 <t< n / 

JC 

n/ n/ 

/2 /2 

J [x.dy — y.dx\ = J[ acost.(acos t/.dt- sent .(—a sent)~^.dt - 

o o 

n/ n/ n/ 

/2 /2 /2 

= J[a 2 cos 2 t^.dt + J[a 2 sen 2 f^.dt = a 2 j(cos 2 1 + sen 2 t).dt = a 2 .t\/ =- ^ 


Integral curvilínea de una curva cerrada 
Teorema de Gauss - Green 

Este teorema establece una relación entre una 
integral curvilínea y una integral doble. 

Sea D un recinto nonnal (una paralela a los ejes 
de coordenadas corta al contomo a lo sumo en " 
dos puntos) limitado por una curva C cerrada que se puede descomponer en 
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dos arcos ACB (que responde a la ecuación y = y, (x)) y ADB (que respon- 
de a la ecuación y = y 2 {x)) o también CAD , con ecuación x = x, (>’) y 
CBD , con ecuación x = x 2 {y). 

Sea también el campo vectorial f {x) = [P(xy'y Q(x;y)] en la cual suponemos 
que P, Q, P y y Q x son funciones continuas en el recinto D y su contorno. En 
estas condiciones se verifica que la integral curvilínea a lo largo de la curva 
C de / (x) (recorrida en sentido antihorario o positivo) es igual a la integral 
doble en D de la función Q x - P . 

<£ + f{x).d{x) = <| [P{x;y).dx + Q(x; y).dy] = |J(g) - P y \dx.dy 

D 


Demostración 

^P{x;y).dx= \ m P{x;y).dx+ J m P{x;y).dy = 

b a b O 

= Jp[x; .yj (x)].£¿c + J/ ) [x;y 2 (x)].c/x = J|/ > [jc;_y 1 (x)]-P[x;y 2 (x)] ].c/x 

a b a 

b y 2 (*) b 

\\P y (x;y)dx.dy = J \P y (x; y).dy.dx = J{/ J [x;y 2 (x)j— / J [x; j; (x)] }.dx © 

D a y¡(x) a 


De © y ©: ;J P(x;y).dx = - \\P y (x;y).dx.dy © 

D 

(J ' c M x :y)- d y= \ Sñ Q( x ;y)-dy+ \ 5rc Q(x;y).d y = e 

d c d 

= J Q[_x 2 (y);y\.dy+ ¡Qlx^yj.-yjdy = \{Q[x 2 (y);y]~ Q[x¡ (y);y\}.dy 

c d c 

d Xi(y) d 

\\Q' x (x;y)dx-dy= J J OÍ x (x;y)-dy-dx = \{Q[_x 2 (y);y]-Q[x x (y);y\}.dxQ 

D c *](j>) c 


344 


Alejandro £ García Venturini 


De © y O: <j" c+ Q(x;y).dx = |J Q' x (x ; y\dx.dy © 

D 

Sumando © y © obtenemos la tesis. 

Ejempios 

‘> í*(< y.dx + xy.dy ) C = C, u C 2 

y C.=( y ~ X 

' [o < x < 1 2 [O < x < 1 



de (0;0) —> (1;1) —> (0;0) 


Calculamos la integral curvilínea recorriendo la curva en sentido antihorario, 
subimos por la parábola y bajamos por la recta. 


J" = J"x 7 .x 2 t/x + J "yfy.y.dy = J"x 4 ¿/x+ jy 3/2 .dy 


' r 5l 

W ,2 -dy= X - 

, 2y 5/2 " 

í 5 _ 

o 5 J 


-I 1-1 

"5 5~5 


\J \J 

J" = Jx 2 .x.dx + j y.y.dy = J"x 3 c/x + J y 2 .dy = 


y 


4 3 


1_ 

12 


jQ+y.dx + xy.dy)=í-^=E 

Ahora verifícamos el resultado aplicando el teorema de Gauss-Green. 

1 X 1 

J]fe - P'y \dx.dy = J J(y - x 2 \dy.dx = J^ 


0; 

1/ 2 4 \ 

X 4 X 4 

-X-t-x 

2 2 

o V ^ ^ y 


1 2 

^-x 2 y 
o 2 


.dx = 


i 

= í 


.dx = J 


1 f 2 4^ 

X 3 X 


- — X +- 


/ 


3 4 5 

.XXX 

.dx = -1- 

6 4 10 


60 
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2) <j"^ + [(x 2 + 2 y).dx + 3x 2 y.<iy] C = QuC 2 

y 

C,J. y = - X + 'yC,4 > ' = ^ + ' 1 

[0 < x < 1 [0 < x < 1 

\\ 

de (0; 1) —> (1;0) —> (0;1) 

Calculamos la integral curvilínea recorriendo la 
curva en sentido antihorario, bajamos por la recta 

\ , 

y luego subimos por la parábola. 

í 


í ■ + 2y).dx + 3 x 2 y.dy\ = 


r + 2 y).dx + 3 x 2 y.dy\ 


i o 

£ = j*[.v 2 + 2 .(— x + l)]¿/x + J*3.(l - _y ) 2 = 


= J"(x 2 — 2x + 2).<ix + j"(3_v — 6 y~ + 3_y 3 )dy = —— x 2 + 2x 


-ii 


Jo 


3y 2 „ 3 3y 

+ —- 2 v + — 

2 ' 4 


nO 


Jl 


1 , , 3 „ 3 13 

= --1 + 2 -+ 2 -= — 

3 2 4 12 


o 1 

j" = j*x 2 + 2 .(— x 2 + l)<ix+j*3.(l— y\y.dy = 


-Jí 


ix 2 — 2x 2 + 2 


í 

).dx + J(3 y - 3 y 1 \dy =- 


* 3 o 

- 1 - 2 x 

3 




Jl 


Jo 


1 3 7 

= —— 2 + —— 1 = —- 
3 2 6 



12 6 ~ 12 


Ahora verificamos el resultado aplicando el teorema de Gauss-Green. 
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1 -x +\ 


ÍJfe-'S \dx.dy = | j(6xy-2).dy.dx = |(3xv ? —2y)]_ x+1 -dx = 

D 0 -x+\ o 

í 

= j"\3jc 5 — 6x 3 + 3x + 2x 2 — 2 — 3x 3 + 6x 2 — 3x — 2x + 2).áx = 
o 

í 

= j"(3x 5 — 9x’ +8x 2 —2 xjdx =1 


x 6 9x 4 8x 3 2 

-+-x 


Jo 


---- + --1--- 
_ 2 4 3 12 



= JI 


-3/2 -1/2 . 1 3 o r - 1 

-x —x H — T + 1 .dx=—¡= — ¿dx - 


9 


-v/x 


+ X 


=1-4-—+4-2+2+l-l=— 
4 4 


4) J \x + 2y).dx + y 2 ,dy\, con f(t) = (cost;sent ) 0</<2/r 

2n 

= j[(co5 1 + 2se« /).(- sent) + (sew 2 1.cos tj\dt = 
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Verificamos ahora el teorema 


1 K/2 


1 n /2 


0 0 


íí.fe-4 , \dx.dy =4. JJ (— 2 ).dx.dv = 4. JJ< — l\r.da.dr = — 8. J Jr. 
= -8.J[(o'r)]o /2 . í /7-=-8.jí 

n r» V 


.dr = 


fí-') 

2 

i 

ii 

-5 

ü 2 J 

I 

(N 


= -2;r 


Integral curvilínea de un campo vectorial conservativo 

Si f (x) = [P(x;y); Q(x;y)] es un campo vectorial conservativo continuo en 

un conjunto conexo y abierto y f(t) = [x(/)/y(t)] es una curva suave a trozos 
en [a;b], se verifica que: 


1) La integral curvilínea a lo largo de una curva cerrada es 0. 

Si f(x) = [P(x;y); Q(x;y)] es un campo conservativo, sabemos que Q, = P y , 
por lo tanto {.W x;y).dx + Q(x;y).d\?\ = Jffe- P y ydx.dy = 0 . 

D 

Recíproco: Si c£ [p(x;y).dx + Q(x;y).dy\= 0 , el campo es conservativo. 
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Ejemplo 

Si U(x;y) = 2x 2 y + xy 2 , f(x) = [( 4 xy + y 2 )/ Í2x~ + 2xy)\ 


Por lo tanto 


<£ + [( 4 xy + v 2 \dx + (^x 1 + 2xy\dy\ a lo largo 



de C = C x \jC 2 con C, = 


íy = -x +1 


yc 2 = 


y = —x~ +1 


1 -++1 


0 < x < 1 

1 -x 2 +l 


debe ser 0. 


[0 < x < 1 

JJfe — P v \dx.dy=j j"(4x+ 2y — 4x — 2y).dy.dx = j" j'o.r/v’.í/x = 0 


0 —JC+l 


2) Teorema fundamental de las integrales curvilíneas 

Si f(x)= [P(x;y); Q(x;y)] es un campo conservativo continuo, la integral 
curvilínea a lo largo de una curva C, entre los puntos A y B de la misma, es 
igual a C(b)-C(a) , donde U(x;y) es una función potencial de f(x). 

Es decir que la integral curvilínea entre dos puntos A y B es independiente 
de la trayectoria, solo depende de los puntos. 

| [P(x;y).dx + Q(x;y)dy\ = ^dU(x;y) = U(x;y)] B A =U(b)-U(a) 

Notcr. debemos recordar que si f(x)= [P(x;y); Q(x;y)] es un campo con- 
servativo, VU(x;y) = \P(x; y);Q(x; y )] . 

Propiedad recíproca: Si / (x) es un campo vectorial continuo en un re- 

cinto D simplemente conexo, y f f(x).d(x) no depende de la trayecto- 

ria, entonces el campo es conservativo y la integral curvilínea a lo largo 
de una curva cerrada es 0. 

Ejemplos 

1) f [(4 xy + y 2 \dx + Í2x 2 + 2xy\dy\ a lo largo de las siguientes curvas en- 

Jc 

tre A = (0;0) y B = (1; 1), son iguales. 
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a) C,= 


íy = x 
|o < x < 1 


b )C 2 = 


(y=* 2 

{o < x < 1 


y c) C 3 = 


\y = yfx 
{o < X < 1 


Verificamos que f(x) = (4xy + y 2 ;2x 2 +2xy) es un campo vectorial con- 
servativo. P = 4x + 2 y = Q x . Por lo tanto la integral curvilínea no de- 
pende de la trayectoria. 


a) j{|^4xy + y 2 ^.dx + [2x^ +2xy^.dy 


i r 

= ^5x 2 .dx + ^Ay 2 .dy = 


5x 

3 


4y 3 


_5 4 . 

— —I— — 3 
3 3 
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Vemos que en todos los casos la integral curvilínea vale lo mismo. 

Ahora calculamos una función potencial para verificar el teorema. 

U (x; y) = J(4xy + j 2 ).dx = lx 2 y + y 2 x + a(y) 

U(x;y) = J(2x 2 + 2 xy).dy = 2 x 2 y + y 2 x + j3 (x) 

Comparando las integrales surge que una U(x;y) = 2x 2 y + > ,2 x 

í [(4xj + y 2 ).dx + (2x 2 + 2xy).c/y]= C/(l;l) —1/(0;0) = 3-0 = 3 

JC 

2) Tenemos el campo vectorial,/(x) = (2xy 3 ;3x 2 y 2 ), que verificamos que es 
conservativo. Consideremos ahora la curva y = x 2 +1 con 0 < x < 2 . A = (0;1) 
y B = (2;5). 

Calculamos una función potencial 

U(x;y)= J2 xy 3 .dx = x 2 y' + a(y) 

U (x; y) = j3x 2 y 2 .dy = x 2 y 3 + /3 (x) 

Por lo tanto una U(x;y) = x 2 y 3 
J (2xy 3 dx + 3x 2 y 2 dy)= x 2 j 3 ][ 0 ’. 1) ' 1 =500-0 = 500 

Lo verificamos resolviendo la integral curvilínea. 



2x 


J (2xy 3 dx + 3x 2 y 2 dy)= jlx 6 ,dx + j3y 3 .dy 


+ 


3/ 


:3 2 + i^-A = 5 00 

4 4 
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B) Integral curvilínea sobre una curva alabeada 

Si f(x)= [P (x;y;z); Q (x;y;z); R (x;y;z)\ es un campo vectorial continuo enton- 
ces: 


x \d(x) = | [P(x;y; z); Q(x;y; z);R(x;y; z )\(dx;dy;dz) = 
= £ [p(x; y; z).dx + Q(x;y; z).dy + R(x;y; z).dz\ 


Si la curva viene dada por una función vectorial del tipo: 
f: [a/¿]—>9í 3 / f(t) = [x(t);y(t);z(t)\, entonces: 


j" [p(x;y; z).dx +Q(x;y;z).dy + R(x;y;z).dz\ = 
b 

= j[/ > [x (t);y (?)Z(í)]j: (t)+ g[x(t);y (t)z (t)\y(t) + R[x(t);y(t)z (í)}z'(?)]</? 


Ejemplos 

f(x) = ( 3x 2 +6y;—\4yz;20xz 2 ) 
a) f(t) = {t;t 2 ;f), 0 < t< 1. 

J [(3x 2 + 6y).dx — \4yz.dy + 10xz 2 ,dz\ = ^j>t 2 + 6t 2 )-14t 5 .2t + 20t 7 .3t 2 \dt = 

0 

1 

= J(9 1 2 - 28 1 6 + 60 t 9 )dt = lf-4f + 6t 10 ]¡ = 3- 4 + 6 = 5 
0 
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b) La poligonal (0;0;0) -> (1;0;0) -> (1;1;0) -> (1;1;1) 


z = 0 


C 2 = •! 


0 < x < 1 


x = 1 

z = 0 y C 3 = 
0< y<\ 


x = \ 

y = i 

0 < z < 1 


Calculamos primero la , luego la y por último la 




X' 


1 

|j3x 2 +6yj.c/x —14yz.c/p + 20xz 2 .cfeJ = |3x 2 .c/x = x 3 J_ =1 

1 o 

í 


j" [(3x 2 + 6y\dx — 14 yz.dy + 20xz 2 ,dz\ = j*0 .dy + O.dz = 0 

2 o 

J^ |[(3x 2 +6y\.dx — 14jz.í/p + 20xz 2 .r/zj = j20z 2 .dz = ^—1_ 

Cí o ^ J o 

J [(3x 2 + 6y).dx — \Ayz.dy + 20xz 2 ,dz\ =1 + 


20 

3 


Condición necesaría y suficiente de independencia de la trayectoría en 3 

Es condición necesaria y suficiente para que la J f(x).d(x) no dependa de 

la trayectoria que el campo f(x) = (P;Q;R) sea un campo vectorial conser- 
vativo continuo con derivadas parciales continuas en un conjunto abierto y 
conexo. En ese caso existe función potencial U (x;y;z) / f(x) = VC . 


J (Pdx + Qdy + Rdz)= J f(x).d(x)= Jy{7.íi(x) = 

= f .dx+ ^~ .dy+ ^~ ,dz\ = [dU(x; v; z) = U(x; y; z )] b 4 =U(b)-U(a) 

dx oy oz J J 
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Ejemplos 


1) | fyxy+z 3 \dx + x 2 .dy + 3xz 2 ,dz\ entre A = (1; -2;1) y B = (3; 1 ;4) 
Verificamos que el campo f(x) = (fxy + z 3 ;x 2 ;3xz 2 ) sea conservativo. 


i j k 

d d d 

dx dy dz 

2 xy + z J x 2 3 xz 2 


0 i + (3 — 3z 2 )j + (2x — 2x)k = 6 


E1 campo es conservativo, por lo tanto: 

( 3 / 1 / 4 ) 

í [( 2 xy + z 3 ).dx + x 2 .dy + 3xz 2 ,dz\ = C/(3;l;4)— U (l; —2;1) 

(l/—2/1) 

Debemos calcular una función potencial U (x;y;z) 

jp(x;y;z).dx = j(j2xy + z 3 ).dx = x 2 y + z 3 x + a(v;z) (l) 
j(Q(x;y; z).dy = jx 2 .dy = x 2 y + ¡3(x;z) ( 2 ) 

jR(x;y;z).dz = J*3xz 2 .dz = xz 3 + y(x;y) (3) 


Comparando las 3 integrales tenemos que una U(x;y;z) = x 2 y + z 3 x 

( 3 / 1 / 4 ) 

| [(2xy + z 3 ).dx + x 2 .dy + 3xz 2 ,dz\ = x 2 y + z 3 x][j’_ 2 ^ = 201 + 1 = 202 
( 1 -— 2 / 1 ) 
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2) j[(2 xy + z).dx + (x 2 + z 2 ).dy + (2 yz + x + 2z).dz\ entre A=(0;0;0) y B=(l; 1; 1) 

c 

Verificamos que el campo f(x) = (2xy + z;x 2 + z 2 ;2y + x + 2z) sea conser- 
vativo. 

i j k 

d d d 

dx dy dz 

2xy + z x 2 + z 2 2 yz + x + 2 z 


rotf = 


= (2 z - 2 z)i + (l — l)y' + (2x — 2 x)k = 6 

E1 campo es conservativo, por lo tanto: 

(1,1,1) 

J[(2xy + z).dx + (x 2 + y 2 )dy + (2 yz + x + 2 z).dz\ = t/(l;l;l) —1/(0;0;0) 
(0,0,0) 


Debemos calcular una función potencial U (x;y;z) 

\p(x;y; z).dx = J(2 xy + z).dx = x 2 y + zx + a(y;z) 
jQ(x;y;z).dy = J(x" + z 2 )dy = x 2 y + x 2 z + fd(x;z) 
jR(x;y;z).dz = j(2yz + x + 2z).dz = yz 2 +xz + z 2 + y(x; y) 


( 1 ) 

( 2 ) 

( 3 ) 


Comparando las 3 integrales tenemos que una 

ü(x;y;z) = x 2 y + yz 2 + xz + z 2 

(i,i,il 

J [(2xy + z).dx + (x 2 + y 2 )dv + (2 yz + x + 2z).dz\ = 
(0,0,0) 

2 . 2 , , 210 11 ) . n. A 

= x y + yz +xz + z J ( 0 0 -0) =4 — 0 = 4 
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3) j[(óxy + 2 z).dx + (3x 2 - 3 y 2 z\dv + (2x - y 3 )c/z] entre A= (1; 1; 1) y B = (2; 1 ;0) 

c 

Verificamos que el campo /(x)= (óxy + 2z;3x 2 -3y 2 z;2x-y 3 ') sea conser- 
vativo. 

i j k 

7 d d d 

rot f = — — — = 

dx dy dz 

6xy + 2z 3x 2 z — 3y 2 z 2 x — y 3 

= (-3v 2 + 3v 2 )/ + (2-2) j + (6x- 6 x)k = 0 

E1 campo es conservativo, por lo tanto: 

( 2 , 1 , 0 ) 

f [(óxv + 2z;3x 2 -3v 2 z;2x-y 3 )] =U(2;l;0)-U(\;\;\) 

(i.ii) 

Debemos calcular una función potencial U (x;y;z) 

jp(x;y;z).dx = j(óxy + 2z).dx = 3x 2 y + 2zx + a(y; z) (l) 

Jg(x; y; z).dy = J(3x 2 - 3 y 2 z).dy = 3x 2 y - y 3 z + fj(x; z) (2) 

Ji?(x; y;z).dz = j(2x — y 3 Jdz = 2xz — y 3 z+y(x;y) (3 ) 

Comparando las 3 integrales tenemos que una U(x;y;z) = 3x 2 v + 2xz - y 3 z 

( 2 , 1 , 0 ) 

J [(óxy + 2z;3x 2 — 3y 2 z;2x - y 3 )] =3x 2 y + 2 zx — y 3 z\ =12 — 4 = 8 

(i.i.i) 
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CÁLCULO DE ÁREAS PLANAS MEDIANTE INTEGRALES CURVILÍNEAS 

Sea D un recinto normal (una paralela a los ejes de </ D 

coordenadas corta al contomo a lo sumo en dos 
puntos) limitado por una curva C cerrada que se 

puede descomponer en dos arcos ACB (que res- 

ponde a la ecuación y = y x {x)) y ADB (que res- 

ponde a la ecuación y = y 2 (x)) o también CAD s 

con ecuación x = x t (>') y CBD , con ecuación x = x 2 (y). 

b 

E1 área del recinto es: A = j"[v 2 (x)~ y, (x)].c/x 

a 

b a 

A = j>’ 2 (x).dx + Jy, (x).dx O 

a b 

Por otro lado la integral curvilínea 

b a 

(J c+ y-dx = J—gy.c/x + \ m y.dx= \y x (x).dx+ J y 2 (x).dx © 

a b 

De O y © surge que A = — (J y.dx 
Análogamente se puede demostrar que 

A = <J + x.dy , considerando CAD , con ecuación x = x¡ (y) y CBD , con ecua- 
ción x = x 2 (y). 

Ejemplos 

1 ) Área del siguiente triángulo 


u u 

J y.dx = jy.dx = Jo .dx = 0 
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x' 

2 


= 18-36 + 18 = - 

2 


í y.dx = J(6 — x) .dx = 6x 
6 

0 x 2 

y.dx = ^x.dx = — 

A = — (J y.dx = — | y.dx + J + y.dx + j + y.dx j = 9 


9 

2 


=0-®=-® 
2 2 


2) Área del siguiente recinto limitado por C = C\ u C 2 


c,=Á =9j: , c 2 =j , ’' 3I 

[o < x < 1 ' [0 < x < 1 

A = — (J y.dx = — J y.dx + J y.dx 

C* C 2 


3x 2 


3^ 

2 


J y.dx = ^2>x.dx = - 

C? 0 ^ 

0 0 
Jv.c/x= J-\/9 x.í/x= J3x l/2 .<¿r = 2x 3/2 j ^ = —2 




^4 = -(J t y.dx = — J y.dx + J y.dx 

W C 2 j 


\ 


í i A j 
2 


1-2 

\2 / 
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Aplicaciones de las Integrales Curvilíneas 


Cálculo del área de una superficie cilíndrica 

Si z= f (x;v), es una función continua definida en un 
arco de curva regular C c 9Í 2 / que toma valores posi- 
tivos, entonces f(x;y).dx mide el área de la su- 

JC 

perficie cilíndrica limitada inferiormente por la 
curva C y superiormente por su imagen a través de z. 

E1 trabajo de una fuerza 

Si el campo vectorial / representa un campo de fuerzas, entonces 
x).d(x) mide el trabajo T realizado por el campo de íuerzas / para 
desplazar una partícula a lo largo de la curva regular C. 

Ejempios 

1) Si f(x ;y;z)=(x;y;z), es un campo de fuerzas, calcular el trabajo T rea- 
lizado/ al desplazar una partícula a lo largo C: f(t) = (cost;sen t;3t) en- 
tre A=(l;0;0)yB = (-l;0;37t). 

Evaluamos si el campo de fuerzas es conservativo: 




rotf = 


i / k 

d d d 

dx dy dz 

x y z 


— 0/ + 0 j + 0 k — 0 


Por lo tanto el trabajo no depende de la trayectoria. Si calculamos una fim- 

x 2 2 z 2 

ción potencial vemos que es: U(x; y;z) = C- + . 
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2 2 2 

T = ^ + y - + Z - 
2 2 2 


(—l;0;3;r) 0 0 

-I 9k 1 _ 9n 

2 2 2 2 

(i.o.o) Z Z Z Z 


2) Si f{x ;y;z)=(fx 2 ;2xz-y;z), es un campo de fuerzas, calcular el trabajo 


T realizado / al desplazar una partícula a lo largo C: 


\x~=4 y 
1 3x' = 8 z 


, 0<x<2. 


Haciendo x = t, obtenemos la forma paramétrica de C: f{t) = 


r t 2 3t^ 
t ;—— 

4 8 


. ^ .. , , , t.dt , 9 t 2 .dt 

con 0 < t < 2. dx = dt, dv = - ,dz = - 

2 8 


1=2 

T= | 

/=0 


3t 2 + 


r 3t^_t^ 

v 4 4 j 


t 3t\9t 2 

. -1- 

2 8 


■■*= j 




t= 


64 


.dt = 


/ 


51t 6 t A 3 

-h t 

384 32 


“|2 


Jo 


= --—+8 = 16 
2 2 
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Ejercicios Propuestos 


1) Calcular las siguientes integrales curvilíneas en 9Í 2 


a) £ \x 2 y)dx + v.dy\ a lo largo de C = C¡ u C 2 si: C, = 
íx = 1 


= yfx 


C 2 = 


[0 < y < 1 


,de (0;0) —> (1; 1) —> (1;0) 


y 


o < x < 1 


\y = - 


b) í [(x + y).dx + xy.dy\ a lo largo de C = C¡ u C 2 si: C, = t' 1 ' y 

■b ' [0 < x < 1 


C 2 = 


ív = l 


,de (0;0) —>(!;!)—> (2;1) 


|y = 2x 2 
|o < x < 1 


’ [1 < x < 2 

c) £(2xy 3 .dr + 3y 2 x 2 .dy) a lo largo de C = 
Verificar que por otro camino da lo mismo. 

d) f yx.dx , con f(t) = (lt;t) Q<t<2 

JC 

e) J (x 2 + y 2 )dx , a lo largo de C = C¡ u C 2 u C 


, de (0;0) -+ (1;2). 


\y = t 


\x = t 


íx = 2 


C,= ,0<t<l,C 2 = , / l<í<2 y C 3 = 

I x = t \y= I y = t 


0 < t < 0,5 


y : 


X = t 


de (0;0) -> (1;1) -> (2;0,5) -+ a (2;0) 

f) j c (x-y).dx + [y 2 +x).dy , a lo largo de C = 
de (0;1) —> (1;2) 

g) f (ycosx.dx + senx.dy) a lo largo de C= C¡ u C 2 si: 


y = r+1 


,0 </<l 


C, = 


Jy = 0 
10 < x < n / 


y C 2 = 


x = 


n. 


0 < y < 


\ de(0;0)->(^;0) 
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h) £ (y x 2 )dx + — .dy 


entre A = (0;0) y B = (2;2), verificar que por los 


siguientes caminos da lo mismo. 

i) C,: AB , A = (0;0), B = (2;2) 

ii) C 2 ; la poligonal ACDB, A = (0;0), C = (2;0), D = (0;2), B = (2;2) 

iii) C 3 ; la poligonal ACDB, A = (0;0), C = (1;0), D = (1;1), B = (2;2) 

iv) C 4 ; \Í2x 




y .dx + x.dy , ^ ^ largo del segmento de la recta y = x, 1 < x < 2 . 
x" + y 


2) Aplicando el teorema de Gauss-Green resolver las siguientes integrales Veri- 
ficar el resultado calculándolas como integrales curvilíneas. 


a) & [x 2 y.dx + y i .dy) a lo largo de C = C\ u C 2 si: C, =• 


y = x 
0 < x < 1 


C 2 = 


Jy 3 = x 2 
}o < v < 1 


b) cf [(y - x).dx + v.dy\ a lo largo de C = Ci u C 2 si: C, = J 1 

^* ’ 0 < x < 1 


y C 2 = 


I y = 2x 
0<x<l 


c) cf [y 2 .dx + x.dy) si C es el cuadrado de vértices (1; 1), (1; — 1), ( — 1;1) y 

d > ÍÁ xy.dx-3y 2 .dy) úf(t) = (2cost;2sent). 0<t<2n. 
e) <£ + [(x 2 + y 2 ).dx - 2xy.dy\ a lo largo de C = Cj u Ci si: 


Q = 


)y = x 

o<x<i 


y c 2 = 


I y =x 
o<x<i 


0 j c+ [e xy .(y.dx + x.dy)] , si C es la poligonal cerrada ABCA, con A= (0; 1), 
B = (2; 1), C = (2;2). 
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g) <j[, + f(x)-d(x) si f(x ) = (v + l;x 2 ) a lo largo de C = C\ u C 2 u C 3 si: 


Q = 


\y = 0 

0 < X < 2 


, c 2 — 


| y = -x + 4 
I 0 < x < 2 


y C 3 = 


|x = 0 
10 < y < 4 


h ) <j[ + f(x\d(x) si f(x) = (y 2 ;xy) a lo largo de C, si C es el triángulo 
de vértices ( 0 ; 0 ), ( 1 ; 0 ), ( 1 ; 1 ). 

i) jf \fx. +y).dx + (y-x).dy\ si C es la elipse 4.(x 2 -l)+y 2 =0 utilizando 
una parametrización adecuada. 

3) Aplicando el teorema de Gauss-Green resolver las siguientes integrales cur- 
vilíneas. 

' N ' ' 2,2 


a) ij"íí 2 y + s¡9 + x 3 \dx + (óx + é" ctgy \dy 
c +L 

b) \\j>xy.dx + 2x 2 .dy) si C : 


si C ; x + + y =4 


y = x — 2 x 
y = x 


c) + (x 2 y.dx + y 3 .dy) a lo largo de C = C\ u C 2 si: C¡ = • 


y = x 
0 < x < 1 


C 2 = 


\y 3 = x2 

I 0 < X < 1 


d) cf (xy 4 .dx + x 2 y 3 .dy) a lo largo del triángulo de vértices ( 0 ; 0 ), ( 1 ; 0 ), 

(i;i). 

e) Calcular 

4: + x + y 

i) C es el cuadrado de lados paralelos a los ejes de coordenadas de cen- 
tro en el origen y lado 2. Determinar si es posible aplicar el teorema de 
Gauss - Green. 


ii) C — Ci cj C 3 , C| — • 


| X = cos t 
(y = sen t 


, C 2 =< 


í x = 2 cos t 
I y = 2 sen t 


0<t< 2n. 
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4) Aplicando el teorema fundamental de las integrales curvilíneas resolver las 
siguientes integrales. Luego verificar el resultado resolviendo la integral 
curvilínea según una curva cualquiera que una los puntos inicial y final. 

a) £ [( 2 xy — y 4 + 3 ).í¿c + (x 2 — 4xv 3 \d)>\ entre A = (1 ;0) y B = (2; 1). 

b) | [(2xy-x 2 +1 \.dx + [x 2 -y 2 \.dy\ entre A = (0;0) y B = (1; 1). 

c) [(fxy’.dx + 3x 2 y 2 .dy ) entre A = (0;0) y B = (1;2). 

d) | [ixy.dx + x 2 .dy) entre A = (0;1) y B = (2;5). 

e) | [(3x 2 y - v 3 + 3 ).dx + (x 3 - 3v 2 x - 2 ).dy\ entre A= (0;1) y B= (1;2). 




1- 


seny 

e x J 


,dx + 


' cos y ^ 


,dy 


entre A = (0;0) y B = ( 1 ;ji). 


( 2 / 3 ) ( 3 / 5 ) 

g) J [(x + y).dx + (x - y).dy\ h) J (e^ .(xy+\).dx +e xy .x 2 ,dy\ 

( 0 / 1 ) ( 0 / 0 ) 

(1,1) 

5) Si í [(3üxy + Ax 2 )dx + (2x 2 + y 2 )dy\ = 5 y es independiente de la tra- 

( 0 / 0 ) 


yectoria, calcular A y B si x + 0. 

6) Calcular las siguientes integrales curvilíneas en 

a) /(x) = Í3xy;4y 2 -xz;6z), f(t) = {t;t 2 ;t 3 ),0<t< 1. 

b) /(x) = (y 2 ;z 2 ;x 2 ), f(t) = (t -\;t + l;t 2 ), 0 < t < 1. 

c ) 7(^) = (^x 2 +6y/-14yz/20xz 2 ), i) recta que une el punto A= (0;0;0) 
con B= (1; 1; 1), ii) f(t)= (t;t 2 ;t 3 ), 0 < t < 1. 

d) f(x) = (3x/2 xy;z), f(t)= (cost;sen t;t), 0 < t < 2n. 
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7) Demostrar que las siguientes integrales son independientes de la trayecto- 
ria y calcularlas por algún método. 


a) í [3y.dx + (3x + 4y).dy-2z.dz\ entre A = (0; 1;—1) y B = (1;2;0). 

JC 


»>L 


f 1 2 A 


/i / 

1 X 


(2 v) 


- 2 

.dx — 

— + — 

.dy + 

~ + ^2 

.dz 

LIl x J 


y J 


\X Z ) 



entre A= (2; -1;1) 


y B = (4;2; -2). 


c) í [9x.dx + 4y.dy-36z.dz] entre A = (0;0;0) y B = (1; 1; 1). 

JC 

d) J [tg z.dx-dy + x.sec 2 z.dz\ entre A = (0;0;0) y B = (2;1 

8) Hallar k para que el campo f(x)= ( 2xy + kz;x 2 — 2;4x) sea conservativo. 
Calcular la circulación de / desde (0;2;1) hasta (2;2;0) usando la fun- 
ción potencial. 


9) Calcular las áreas de los siguientes recintos como integrales curvilíneas. 
Verificar calculándolas utilizando integrales dobles. 


a) D: 


\y = x 

\y 2 =x 


b) D: 


[y 2 = x 3 

U 2 =x 


c) D: 


[y = x + 2 

I y = * 2 


d) D : 


2x + y = 20 
y 2 = x 

y = o 


10) La matriz jacobiana de un campo vectorial / = [P(x;y);Q{x;y)\ es 

- f 3x 2 0^1 

Df = , calcular la circulación de / a lo largo de la frontera de 

\2xy x“ J 

A en sentido positivo si A= {(x;y)/x + y < 2 a y > x 2 }. 

11) Calcular la circulación de/(x)= [x 3 -ln[x 2 +y 2 );3y 2 +ln[x 2 +y 2 )] a lo 
largo de la frontera de A en sentido positivo si A es la región plana limi- 
tada por los arcos de circunferencias C [(0;0);2j y C [(1 ;0); 1 ] y la recta 
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12) f(x;y;z) = \2kyx + zy — y;kx' + zx — x; xy) es un campo vectorial irrota- 
cional. Determinar el valor de k para que la circulación entre el punto (3;3;1) 
y cualquier punto del plano x - 5z = 3 sea -27. 


13) Si f (x;y;z) = (3x 2 + 6y;-14yz;20xz 2 ) calcular Jf.dx si C es la inter- 

c 

sección de los planos z = x+yyz+y = A, enel primer octante en el senti- 
do positivo del eje x. 

14) f(x;y) = {lxy;x 2 + y 2 ) es un campo de fiierzas, calcular el trabajo necesa- 
rio para desplazar una partícula a lo largo del segmento C: de (0;0) a (1;1). 


15) Si f(x;y) = (y-x;x 2 y) es un campo de fuerzas, calcular el trabajo que se 
necesita para desplazar una partícula a lo largo del segmento C del punto 
(1; 1) al punto (2;4). 


16) Si / e C 1 en 9/ con matriz jacobiana Df ■ 


í 2 
x y 

3 ;] 

yia|7( 

v y 

-y) 



entre (—2;0) y (2;0) a lo largo del eje x es 4, calcular la Jf.dx entre am- 


bos puntos a lo largo de la curva y = 


v/4 


-x 


17) Sea C\ una curva suave simple, contenida en el semiplano y > 0 que co- 
mienza en A = (—3/0) y termina en B = (4/0). Si el área de la región en- 
cerrada por la curva C y el eje x es 5, calcular la integral curvilínea entre A 
y B de / (x;y) = (3 y + Ixy + x;x + x 2 ) a lo largo de C\. 
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Respuestas 


2 56 32 7 13 n 16 

1) a) b) — ,c)8, d) —, e) -, f) —, g) —, h) —, i) ln 2 

/ 1j 3 z o z 3 

2) a ) _ T 7 , b) _ —, c) 4, d) 0, e)-|,f)0, g) f, h)-i, i)-4 n 

44 3 j 3 6 


3) a) 1271, b) c) -4- d) 

4 44 12 


e) i) -4n , no es posible aplicar el teorema porque la función no es con- 
tinua en (0:0) que pertenece al recinto dado. 
ii) 0, en este caso se puede aplicar el teorema. 


4) a) 5, b)|, c) 8, d) 20, e)-5, f) l-7t, g) 4, h) 3e 15 

4 i o ?7 13 

5) A = 8, B = - 6) a) —, b) —, c) i) —, ii) 5, d) 2 tt 

3 4 10 3 

23 (2;2;0) 

7) a) 13, b) 2, c)—-,d)l 8)¿ = 4, f f{x).dx = 8 

2 (o.-l-i) 


1 


45 


9) a) —, b) —, c ) —, d) 4 10)-— 11) 


9V3-4^ + 3 


12) k = \ 13) \f.cE = 


^ i4)r=í is)r=f 1«)JM: 

^ ^ 4 C 


17) |7.flSc 


c 


27 

2 


OJ | 4^ 
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Capítulo 12 



Integral de superficie de campos escalares. 
La orientación de las superficies. 

Integral de superficie de campos vectoriales. 
Integral de superficie de un sólido. 

Teorema de la divergencia. 

Teorema del rotor. 

La masa de una superficie. 

El flujo de un campo vectorial. 
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Presentada una superficie en cualquiera de sus tres formas (explícita, implí- 
cita o paramétrica) vamos a definir una integral sobre ella. 

Así como extendimos el concepto de integral simple sobre un intervalo al de 
integral curvilínea, ahora extendemos el concepto de integral doble sobre 
una superficie plana al de integral sobre superficie curva. 

Ya vimos que para resolver una integral curvilínea la trasformamos en una 
integral simple, para evaluar una integral de superficie la vamos a transfor- 
mar en una integral doble. 

Vamos a analizar dos casos: 

A) el integrando es un campo escalar de tres variables definido sobre una su- 
perficie cualquiera. En estos casos no interesa la orientación de la superficie. 

a) S está definida por una función del tipo z = f(x;y). 

b) S está definida por una expresión del tipo F(x;y;z) = 0. 

c) S está definida por una función vectorial f(u;v ) = [x(u;v);y(u;v);z(u;v)]. 

B) el integrando es un campo vectorial. En este caso interesa la orientación 
de la superficie. 

A) E1 integrando es un campo escalar 

Plantemos el caso en que tenemos un campo escalar continuo de tres varia- 
bles G: Ac9í 3 —>91/ u = G(x; y;z) dcfinido sobre una superficie S, cuya 
proyección sobre el plano (xy) es un recinto cerrado D como indica la figura. 

a) La superficie S corresponde a la ecuación z = f(x;y), continua con deri- 
vadas parciales continuas en D. 

Subdividimos el recinto D en subrecintos rectangulares de áreas A A¡. , tal 
cual se hizo cuando se definió la integral doble. Sea (x t ;y.) un punto cual- 
quiera perteneciente al rectángulo de árca AA r/ . Consideramos su imagen a 
través def f(x¡;yj). 
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Queda así detemiinado para cada subrecinto 
de área A A¡j, sobre la superficie S, un punto 

p ij= k.'f/.'/k-'f/)] • 

A cada P,¡ = .;/(*,.;>> ■)] le corresponde 

una imagen a través de G, que denominamos 
G(p„)= G [x ¿ ; y y ; f[x¡;y y )] . Llamamos A S y 

al área de la superficie S que corresponde al 
rectángulo ÁA ¡y . 

Multiplicamos g\x¡; y y ;z{x¡;y )] . ASfyefec- 
tuamos la suma. 


PirGiífi/GiíA)) 


2 m f(x,y) 



'y' G [x¡; y ,; / (x¡; y ,)]ASf . Ahora consideramos el 

¡=1 y=l 


//ffl 

m —»°° 


¿¿ G k/Ly//(^;L;)]^. = ||g(x; j’/zj./S' 

«=1 7=1 s 


Este límite doble es una integral doble y se denomina integral de superficie 
del campo escalar G sobre la superficie S. 

Cálculo de la integral de superflcie 

Ya hemos visto (ver capítulo 10) que si z = f(x;y), 

dS = -Jl + (z x )” + (z y )" .dx.dy, por lo tanto la integral de superficie es: 


JJ G ( x;y;z).dS = JJ dx.-y ; f(x;y )]-Jl + (z x ) 2 + (z y J.dx.dy O 

S D 

D es la proyección de la superficie sobre el plano (xy). 

De esta manera transformamos una integral de superficie en un integral doble. 
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Ejemplos 


1) JJy.c/íS 1 , donde S es la superficie z = V8x + y 2 , con 0<x<ly 0<v<2. 

s 

1 2 

JJy.c/S = JJy.^/l + 8 + (2y) 2 i dx.dy = J Jy.-^9 + 4y 2 dy.dx 

s d oo 

Resolvemos la primitiva por sustitución. 

t = 9 + 4v 2 dt = 8 vdv => dy = — 

8y 

= fj.vt.-=-( !,2 =-(9 + 4/r 

J' 8y 12 12 V ' 


1 2 _ 1 z 1 

JJy.^9 + 4v 2 dy.dx = —J(9 + 4y 2 J .dx = — Jl25.c/x 
0 0 ^ o 0 12 o 


-ll 


= —125x 
12 


Jo 


125 

12 



= V2 JJx 2 .(x' + y 2 ).dx.dy 


Resolvemos la integral utilizando integrales coordenadas polares 
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2 n/2 

4^J J ‘r 2 cos 2 a.r .r.dcc.dr 


2 k/2 


.dr =4^2 ¡ | 


1 + cos(2a ) 5 7 , 

-- —-r .da.dr = 


1 o 
2 


1 0 


= 2 ^J 


a + - 


sen 


(2 a) 


\I/2 


/0 


z, 

.r' .dr = 2V2 J— ,r 5 .dr = V2+ 


2lV2, 


;r 


J 1 


b) S 1 está definida por una expresión del tipo F(x;y;z) = 0 que define a 

z=f(*;y)- 

Ya vimos en el capítulo 10 que en este caso: 


Jt . (KfAKÍA+f 

dS = — -¡—n- .dx.dy 


F, 


Por lo tanto 


^GÍx;y;z).dS = ^G\x; y; f(x; y^. - [ J, ^ ~ ^ dx.dy 


F, 


Ejemplo 

JJ(v 2 + 2yz\dS , donde S es la parte del plano 

s 

2x + y + 2z = 6 , en el 1° octante. 


JJ(>’ 2 + 2 yz)dS = JJ v 2 + 2 y. 


r 


3 —x — 


y 


V 2 
3 



= — JJ(> ;2 + 6 y — 2 xy - y 2 \dx.dy = — JJ(6j - 2 xy).dx.dy = 


D 


3 -2x+6 


= — J J (6y-2xy).dy.dx = —^(fy 2 -xy 2 ^[ 0 ,dx = 


0 0 
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, i , i 

= - J(- 2x + 6f.(3-x).dx = - J(- 4x 3 + 36x 2 - 108x + 108).c/x = 


= — í-x 4 +12x 3 — 54x 2 +108x) 
2 V ’ 


1 941 

= -(-81 + 324-486 + 324) =- 

2 2 


c) S está definida por una función vectorial f(u;v)= \x(n; v);y(u; v); z(u; \’)]. 


Vimos en el capítulo 10 que dS = f u a /’, .du.dv, por lo tanto 


^G(x;y;z).dS = ^G[x(u;v); y(u;v);z(u;v)\f u A,f 


.du.dv 


Ejemplo 

JJx^.í/S 1 , donde S es la esfera de radio 1 defínida por 

s 

f(u;v) = (sen u.cos v; sen u.sen v; cos u), con 0 < u < n, 0 < v < 271 


f 'u A /J = 


i j k 

cosu.cosv cosu.senv —senu 
— senu.senv senu.cosv 0 


Í 2 2 2 2 

= [sen u.cosv;sen u.sen v;sen u.cosu.cos v-\-sen u.cosu.sen vj= 

(22 ) 

= [sen u.cosv;sen u.senv;senu.cosu) 




. 4 2 4 2 2 2 

sen u.cos v + sen u.sen v + sen~u.cos u = 


= y¡ sen 4 u + sen 2 u.cos 2 u = sj sen 2 u = sen u 
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2 nn 


^x 2 .dS = JJ( sen 2 u.cos 2 v\senu.du.dv = J ^[sen 2, u.cos 2 v\du.dv 

S D 0 0 

2 7tn 2 k k 

= j"cav 2 v u.ij — cos 2 u^du.dv = j'cav 2 v. j '{sen u — sen u.cos 2 u\du.dv = 


o o 


2 n 


-í 


f 


COS V. 


- cos u + - 


3 

cos u 


\ 


0 

2 n 


- .dv = — |cc.v ’ v.dv = — |[l + cav(2v)].<:./v = 
V 0 ^ 0 ^ 0 


2;r 


2 f sct? Í2v) 
— v + —- 

3 V 2 


\2* 


2 . 4;r 

= —.2jv = — 

3 3 


Caso particular 

Si G(x ;y;z)= 1, entonces JJl .dS mide el área superficial. 

s 

Casos en que se proyecta sobre otros planos 

a) Si la superficie S está definida por una función del tipo y = f(x;z) , pro- 
yectamos la superficie sobre el plano (x;z). En ese caso: 


jjG(x;y;z).dS = JJg [x; f(x; z); z].yj\ + [y x \ +{y' z j .dx, 

S D 

J|o(x ;y;z).dS = JJg[x,/(x;z);zJ 


dz 



(fMfF 


K\ 



.dx.dz 


Ejemplo 
JJx.í/S , donde S 


es la porción del plano x + y + z = 1 en el primer octante. 


s 

Podemos pensar a y = f(x; z ), y = 1 - x - z 
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b) Si la superficie S está definida por una función del tipox = f(y;z), pro- 
yectamos la superficie sobre el plano (y;z). En ese caso: 


^G(x;y;z).dS = JJg [f (y; z);y;z}^jl + (x' y ) 2 + (x' f < dy.dz 

S D 


0 


y;z).dS=\\G\f(y;z);y;z\. 

S D 


fffffffff 


dy.dz 


Ejemplo 



+ 2y- z).dS, donde S es la porción del plano x + y + z = 2 en el primer 


s 

octante. 

Podemos pensar a x = f(y;z), x = 2 — y — z 


JJ(x + 2y — z).dS = JJ(2 — y — z + 2y — z).tJ\ + (— l) 2 + (— l) 2 < dz.dy = 

S D 

2 2 -y 2 

y¡3 J J(2 + y - 2 z).dz.dy =V¡3 J(2 z + yz - z 1 )] 0 ; .dy = 

oo o 

2 2 

= V3 j(4 - 2y + 2y - y 2 - (2 - y) 2 jdv = V3 . J(4y - 2 y 2 \dv = 




2 y 2 


2y 


3 A 


= V3. 


2y 2 


2y 


3 'N 


-S. 
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B) E1 integrando es un campo vectorial 

Ahora tenemos un campo vectorial continuo G{x;y;z). En este caso importa 
la orientación de la superficie, por lo tanto primero analizamos este tema. 


Superficies orientadas 

Una superficie orientada S es una superficie de 
dos lados, uno de ellos exterior o positivo y el 
otro interior o negativo. Tratamos el caso de 
superficies que son suaves, es decir que admiten 
plano tangente en todos los puntos, excepto en 
cualquier punto frontera. 

Un versor norrnal ñ admite en cada punto dos 
sentidos posibles, que denominamos ñ x yñ 2 . 

Cada uno de estos versores se puede asociar con un lado de la superficie S. 

La selección de uno de los dos versores defíne la orientación de la superficie. 

Si consideramos el versor que apunta hacia afuera desde el lado positivo 
(ñj), la superficie está orientada positivamente. Si consideramos el otro ver- 
sor (« 2 ), la superficie está orientada negativamente. 



Para determinar la orientación de la superficie debemos ver el signo de ia 
componente k . Si cl signo es positivo, el versor normal es superior y si el 
signo es negativo, el versor normal es inferior. 


Si la superficie está definida por una función vectorial, como vimos en el ca- 


pítulo 6, n = ± 


fu A ?v 

Tu A 7v’ 


Según el signo que adoptemos, la orientación es po- 


sitiva o negativa. 


Si la superficie está expresada en forma implícita, z = f(x;y), vimos en el ca- 

(- Z 'x>- Z 'yf) a 


pítulo 10 que f u a f v = (~z x ;—z v ; l) y por lo tanto ñ = ± 


( Z ,\ + (z'y\ + 1 
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Si la superficie esté definida en forma explícita, F(x;y;z) = 0, la expresión 
del versor ñ se obtiene reemplazando en O las derivadas parciales. 


K.Py 

F' ’ Fi 


,;\ 


n = - 


í ' \ 2 

' F A 


\ F - j 


í ' \ 2 

f l\y 

\ F 'z J 


+ 1 


(K;f; ; fí) 

+{f;J+(fJ 

K 


1 


K) 



P + l 



Integral de nna superficie abierta orientada 

Consideramos un campo vectorial G(x;y;z) = 

= \p(x;y;z);Q(x;y;z);R(x;y;zy[ (al cual para 
simplificar la notación nos referiremos como 
G ), definido en un conjunto abierto que incluye 
una superficie S en el espacio definida a su vez 
sobre un conjunto D. Dividimos la superficie S 
en subrecintos, cada una de área A5,. De cada 
subrecinto consideramos un punto P¡ interior al mismo, en el cual suponemos 
que la superficie está orientada en sentido positivo, y en éste consideramos 

dos vectores, el vector G(P¡)y el versor normal ñ(pj. 

Efectuamos el producto escalar entre ambos vectores y lo multiplicamos por 
el área A S¡. Efectuamos la suma de esos productos. 

¿G(P i ).ñ(P i ).AS ; 

/=1 

Definimos la integral de superficie como el límite de esa suma, cuando el 
diámetro de todas las áreas tienden a 0. 

n 

lim Vg(P>«(P,).A S,= \\G*n.dS © 

diam. AS. —>0 T JJ 

' i=l S 

Nota: estamos considerando en esta definición el sentido positivo del vector 
normal. Si consideramos el sentido negativo, obtenemos una integral con 
signo opuesto. 
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Cálculo de la integrai de superficie 

Para obtener las fórmulas de la integral de superficie, debemos reemplazar 
en © las respectivas de expresiones dc ñ y dS. Estas expresiones dependen 
de como esté definida la superficie S. 

a) la superficie está defmida en forma paramétrica, 

f(u; v) = \x(u; v); y(u; v); z(u; v)], donde / es un campo vectorial continuo. 




S D fu A fv 



D 


Ejemplo 


Calcular G. ñ.dS si G(x ;y;z) = ( z;y;x) y S es la esfera de radio 2. 


s 


E1 recinto D es el círculo de radio 2 definido por: 



J 


k 


fu A /v = 2 cosu.cosv lcosu.senv — 2sen u 
— 2sen u .sen v 2 sen u. cos v 0 


( 4sen 2 u.cosv;4sen 2 u.sen v;4 sen u.cosu.cos 2 v + Asen u.cosu.sen v 
(4 sen 2 u. cos v;4sen 2 u .sen v;4 sen u. cos u ) 














Integrales de superficie 


379 


s 

= Jj*(cos' u; sen u.sen v; sen u. cos v) •(¿\sen 2 u. cos v;4sen 2 u.sen v;4 sen u. cosu\du.dv = 

D 

2 nn 

= J j" (s sen 2 u. cos v. cos 11 + 4 sen 3 u.sen : vj.du.dv = 


o o 


= 4. 


2 «- „ 3 

2sen u 
cos v. - 


0 


í 


+ sen~v. 


Jo 


- cos u + - 


3 > 

cos u 


\ 


7Jo 


.dv = 


2 n 

= 4. J, 


sen 2 v. 


í 


i-I+i-I 

3 3 


.dv = — 
3 


16 |l + cos(2v) 


dv = —. 
2 3 


sen 
v + 

V 2 


(2v) 


16;r 


7o 


b) la superficie está definida en fonna expiícita: z = f(x;y) 


n = 



(-zJ-z'yl 

) 

J( Z ' X \ + ( Z 'y\ 

+ 1 


, dS = J(z r ) +(z , v J +1 .dx.dy © 


JJg*«í/5= ^G[x;y;f(x;y)\' 


«i-z'yi l) 


>/K)‘ + ( z .v) 2+1 

= JJG [x; j/; / ( x; y )] • (~z x ; -z y ;\).dx.dy 


■J( z 'x) 2 + ( z ' y )'+l.dx.efy = 


Ejemplo 

Calcular JJg • ñ.dS si Cj(x;y; z) = (y;x; z) y S cs la superficie limitada 

s 

por el paraboloide z = l-x 2 -y 2 yelplanoz = 0. 

E1 recinto D es la proyección del paraboloide sobre el plano (xy), o sea 
el círculo de radio 1. 
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J|g* n.dS = JJ( y;x;l — x 2 — y 2 j • (2x;2y;\).dx.dy = 

S D 

= JJ(2 xy + 2 xy + 1 — x 2 — y 2 J.dx.dy = 

D 

= JJ( 4xy +1 — x 2 — y 2 ) .dx.dy 

D 

Lo resolvemos aplicando coordenadas polares. 

2/r 1 

= | ^4r.cos a.r.sena + \ —r 2 .cos 2 a — r 2 .sen 2 a}r.dr.da 
0 0 

2n 1 2n 

= f f ( 4r3 .cos Cí.sena + r — r 3 ).dr.da = jr 4 .cosa.sena + 



2 4 

r r 


o o 
2 n 


.da 


1 , 1 2 ff \ 1) , 1 cos(2a) a 

cosa.sena + — \.da = — sen(2a)+— \.da = - 1 — 

ov 4) 2¿l J 2) 2 2 4 

1 n 1 _ n 

~ ~4 2 4 _ 2" 

c) Ia superficie está defmida en forma implícita: F(x;y; z) = 0 

jffdff 


n = 


1 

'FFK) 


+ 

(N_ 

+ 

(Kf 


dS = 


L F, 


.dx.dy 


Por lo tanto 


JJ G»ñ.dS = 


x;y;f(x;y)\* 


(KiKsK) ¡(Kl + (KJ + (K ) 2 


'Kl+(Kh(Kl 


\F- 


.dx.dy 
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= Jjc[ x;y:f(x;y)}‘ 





.dx.dy 


Ejemplo 


Calcular JJ» • n.dS si ó(x;y;z)=(l8z;-12;3y) y 

s 

S es la parte del plano 2x + 3 y + 6z =12 en el primer 
octante. 

E1 recinto D es la proyección del plano sobre el 
plano (xy), es el triángulo rayado en la figura. 



\\G»ñ.dS = JJ[3(l2 — 2x — 3y);—12;3y\» ^’^’^\ dx.dy = 

S D 6 

= JJ[(36 — 6x — 9y);—12;3 y] —;1 \dx.dy = 

d 2 J 

= JJ(l2-2x-3y-6 + 3y).í/x.¿/y = JJ(6 — 2 x).dx.dy = 


4——x 
6 3 


0 0 
6 


0 


= J J(6 — 2x).dy.dx= J(6y-2xy)] 0 3 .dy = Jí 24 — 4x — 8x + -^x 2 \.dx = 


= Jí 24 — 12x + — x 1 \dx = 24x —6x^ +—x 3 
o 


= 144-216 + 96 = 24 


Casos en que se proyecta sobre otros planos 

a) Si la superficie se puede expresar como y = f(x;z), proyectamos sobre el 
plano (x;z), entonces: 


JJG' • n.dS = JJg[x/ f(x;z); z \• (- y x ;l;-y_ )dx.dz 
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jjó(x; y; z).dS = f(x;z); z\ • ^ ^ - [—} - ^ ~ ^ dx.dz 


F,. 


Ejemplo 

Calcular ||g • ñ.dS , si G = (y;2x;-z) y S: 2x + y = 6. 

s 

Planteamos a y = f(x;z), y = 6—2x yproyectamos 
sobre el plano (x;z). 

J|G • ñ.dS = J*J*(ó — 2x;2x;—z) • (2/1/0 ).dx.dz = 

S D 

3 4 3 3 

= j*J*(l2 — 2 x).dz.dx= jl2z — 2xz]g.dz = J*(48 — 8x).dx = 48x — 4x 2 ] 0 =108 



o o 


b) Si la superficie se puede expresar como x = f(y;z), proyectamos sobre 
el plano (y;z), entonces: 


jjÓ»n.dS = JjG [f(y;z);y;z]» (l/-x[, ;-x z ).dy.dz 

S D 

o jjó(x;y;z).dS = jjG\f(y;z);y;z]* ^ ^ ^—dy.dz 

s d p* 


Ejemplo 


Calcular jjó^n.dS , si G = [x 2 ;xy;xz) y S: x 2 +y 2 =4, 


Z 





0 < z < 2, en el 1° octante. 



2 



y ' 

Planteamos a x = f(y;z), x = -^4 - y 2 y proyectamos 




sobre el plano (y;z). 

















Integrales de superficie 


383 



íf( 4 _ yl 4 ~y 2 -y ; V¡=7-) 


1 ; 


y 




r,0 


■y 


.dy.dz = 


2 2 2 2 

= J J(4-j 2 + y 2 \dz.dy = j4z]g.dy= jtt.dy = 8y] ( 2 =16 
0 0 0 0 


Integral de superficie de un sólido o superficie cerrada 

Si la superficie encierra un sólido, por ejemplo el caso de una esfera, para 
calcular la integral debemos calcular la integral respecto de cada cara y luego 
sumarlas. En este caso se conviene en considerar la orientación dada por el 
versor normal hacia afuera desde S (versor normal saliente unitario), a no ser 
que se indique lo contrario y se considere el versor normal hacia adentro 
(versor normal entrante unitario). En cada caso el signo de ñ corresponde al 
signo de la componente k. 

Ejemplo 

Si G(x; y;z)= (0;0;5z) y S es la esfera x 2 +y 2 +z 2 =16 . 


Tenemos que considerar dos superficies, a) la parte de la esfera que está por 
sobre el plano ( xy ), para la cual z = -Jl6-x 2 -y 2 y b) la parte de la esfera 



= JJó-y/ló — x 2 - y 2 .dx.dy 

D 

D es la proyección de la esfera sobre el plano (xy), es decir el círculo de ra- 
dio 4. Resolvemos la integral en coordenadas polares. 
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4 2 n 

'W 

0 0 


= lOx. 


16 — ?' r.da.dr ■ 


4 

2 n 4 

JV 16 — r 2 r.a 

.dr = 10 n. J-/ 

0 

0 0 


16 — r r.dr = 


.1(16 -rj 


/2 


-i 4 


lOrr 640>t 
-.64 =- 


Jo 


b) Consideramos el sentido negativo de n. 


jp • ñ.dS = JJ[ ();0;-5-J 16 - x 2 - y 2 


— 2x 


-2 y 


1 


^Jló — x 2 —y 2 tJiú- x 2 - y 

. _ 4 2;r 

= Jj5^/l 6 — x 2 — y 2 .dx.dy = 5 J JVl6-r 2 r.da.dr = 5 J JVl 6 — r 1 r.da.dr 


.dx.dy = 


4 2n 


-tln 


= 5 'K 


16 — r r.a 


o o 

4 


0 0 


dr = 107T Ja/ió — r 2 r.dr = \0 k. 


I(l6 — r 2 ) 32 


10;r 640;r 

-.64 = - 


3 3 

La integral es igual a la suma de las integrales, es decir: 


Jo 


640^ 640^- 1280tt 

-1-— - 

3 3 3 


Teorema de la divergencia de Gauss - Ostrogradski 


Así como el Teorema de Gauss-Green permite, bajo 


ciertas condiciones, transformar una integral curvilí- 

+ y 

nea en una integral doble, este teorema permite, 


también bajo ciertas condiciones, transformar una 

/ \ 

integral de superficie cerrada (un sólido) en una 


integral triple, que muchas veces es más fácil de 


resolver. 

/ 

X / 

































Integrales de superficie 


385 


Si V es un sólido simple en 31' proyectable sobre los planos coordenados y 
G un campo vectorial derivable con continuidad defmido en V, entonces la 
integrat de superficie det campo vectorial a través de la superficie cerrada S 
orientada con versor normal dirigido hacia el exterior, que es la frontera de 
V, es igual a la integral triple sobre V de la divergencia de G . 

& • n.dS = .dx.dy.dz 

s v 

Ejemplos 

1) Verificar el teorema si G(x;y;z)= (0/0/5z) y Sla esfera x 2 + y 2 + z 2 =16 . 

La integral de superficie ya la calculamos en la página 384 y vimos que es 

. , 1280tt 

ígual a-. 


Calculamos ahora la divergencia y su integral triple 


1280tt 


divG = 5 , J|J5 .dx.dy.dz = 5 JJJriL =5, —7Z"4 ' = 

V V 3 

Jík es el volumen de una esfera de radio 4. Vemos que se verifica el teo- 


v 

rema. 


2) Verificar el teorema si G(x; y; z ) = (x;y;2z) y S es la superficie cerrada 
limitada por el paraboloide z = 4 - 2x 2 - 2y 2 que se encuentra por sobre el 
plano (xy). 

a) por integral de superficie 

Debemos calcular dos integrales de superficie, una referida al paraboloide 
(5,) y la otra a la base (S 2 ). 
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i) a través de S\, consideramos el sentido positivo de n. 


= 11 ( 4 . 1 ' + 4 y 2 + 8 — 4i 2 — 4y 2 \dx.dy = j"j"8.í/.ii/y = 


D 
■sÍ2 2k 


sÍ2 


s[2 


+ \¡ 

, A* 

■dy = / 1 

/ 1 

(1 

\ \ 

\ \ 

\ \ 

\ \ 

1 \ 

1 \ 

i/ 

/y 

x /V 



t “ 


= \^&r.da.dr = |8m] ^.dr = \(¡n Jr.Jr = 8 tt/-^= 16rr 


0 0 


ii) a través de S 2 , z = 0. Consideramos el sentido negativo de n. 

JJ(7 • ñ.dS = j" J.i; y;0)*(0;0;— 1 ).dx.dy = JJo.¿/i.<:A ; = 0 

S 2 D D 


<^G»ñ.dS= ^G»ñ.dS+ Jp* «,c/S = 16^+0 = 16^ 


b) por integral triple 


Calculamos la divergencia de G . div G = l + l+ 2 = 4. Resolvemos la 
integral triple por coordenadas cilíndricas. 


422h 


ílb ■dx.dy.dz = 4. J J 


0 0 


4-2r 


h 


dz 


■J2.2 n 


0 

VI, 


sp2 2 n 

,da.dr = A. J Jrz]g ,da.dr = 
0 0 

Ji. 


= J J(l6r-8r 3 )£/or.£/r= J(l6r-8r 3 ).cr] 0 = J(l6r-8r 3 )2/r.£/r = 

00 0 0 

= 2/r.(8r 2 -2r 4 )]f = 2/r.(l6-8) = 16/r 


Vemos una vez más que el teorema de verifica. En este caso es más sencillo 
calcular la integral triple que las dos integrales de superficie. 
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Aplicación el teorema 


1) Si V es la región sólida limitada por el plano 2x + 2v + z = 6 y los planos 
coordenados, tal cual se ve en la figura, y 6 

G = ( x;y 2 ;z ) , calcular <jij"G • ñ.dS. 

s 

Calculamos la integral triple. 

Primero calculamos la div G = 1 + 2 y + 1 = 2 + 2 y . 

3 3-x 6-2 x-2y 



§G'ñ.dS = + 2y)dx.dy.dz = J J J(2 + 2 y).dz.dy.dx = 

S V 0 0 0 

3 3-x 3 3—x 

= J J(2 + 2jy)z] o 2x 2y -dy.dx = J J[(2 + 2y).(6 — 2x — 2y)].dy.dx = 


o o 

3 3—x 


o o 


= J J(l2 — 4x + %y — Axy — 4y 2 ).dy.dx = jny - 4xy + 4 y 2 - Ixy 2 


4 y 3 


- 3 —x 


0 0 
3 i 


.dx = 


J o 




36-30x + 8x - 


2 2x 


3 3 o r 3 r 4 n3 

,dx= 36x-15x 2 +— : - 


63 

2 


Vemos que el cálculo de esta integral es más sencillo que haber calculado la 
integral de superficie, lo que hubiera implicado calcular la integral a través 
de cada una da las 4 caras del sólido, es decir 4 integrales de superficie. 


2) V es la región sólida limitada por la superficie x 2 + y 2 = 4, y los planos 


coordenados, con 0 < z < 1, y G = [x 2 ;xy;xz), 
calcular • ñ.dS. 



Calculamos la integral triple. 
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<^j*G • ñ.dS = J*J*J(2 jc + x + x)dx.dy.dz = 

S V 

2 V 4-x 2 1 2 V 4—x 2 

= j* j* j4x.dz.dy.dx =4. j jxz] l 0 .dy.dx = 4. j" jx .dy.dx = 


0 0 0 
2 


0 0 


0 0 


= 4. j"xy] g 4 ' Y dx = 4. jx.yj4 — x 2 .dx = — — [4 — x 2 j 
n n 3 Jo 


^ 3/2 _ 33 

_ 3 ~ 3 


Teorema del rotor o de Stokes 

Sea una superficie orientada S con versor normal 
positivo, limitada por una curva cerrada simple C, 

suave a trozos. Si G = (P,Q,R)es un campo vec- 
torial continuo con derivadas parciales continuas, 
en una región abierta que contiene a S y a C, en- 
tonces Ia circulación en sentido positivo sobre la 
curva C del campo vectorial G es igual a la inte- 
gral de superficie del rot G . 



<J"g(£ ) ; Q; R ).dx = <j"[/ J (x; y; z).dx + Q(x; y; z).dy + R(x; y; z).dz\ = 

c* c* 

= jjrot G • ñ.dS 

s 

Es decir que una integral curvilínea, bajo ciertas condiciones, puede expre- 
sarse como una integral de superficie y viceversa. Habrá que ver luego cual 
es más fácil de resolver. 


Ejemplos 

En todos los casos consideramos el vector normal positivo. 

1) Calcular cjó(P;Q;R).dx. donde C es el triángulo orientado situado en 

c* 

el plano 2x + 2 y + z = 6, tal cual se ve en la figura, y G = (— y 2 ;z;x). 
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Calculamos la integral de superficie que es mucho más sencillo que calcular 
la integral curvilínea que hubiera demandado el cálculo de 3 integrales curvi- 

líneas en el espacio. Para eso primero calculamos el rotor de G , 


rot G = 


i 

d_ 

dx 


-y 


2 


j 

d_ 

dy 


k 

d_ 

dz 


= -i - j + 2 v k 


x 


Ahora calculamos la integral de superficie, para eso 
despejamos z, z = 6 - 2x - 2y. De esta manera esta- 
mos en el caso en que z = f(x;y). Consideramos el 
sentido positivo de ñ. 



ÓG(P;Q;R).dx= JJ rotG»ñ.dS= \\(-l;-\;2y)»(2;2;\).dx.dy = 

C + S D 

3 3-x 3 ^ 

= ||(— 2 — 2 + 2y).cbc.dy = J | (—-^ + 2y).dy.dx = J-4_y + ^ .dx = 

D 0 0 0 


j j 

= JJ— 12 + 4x + 9 - 6v + x 2 j .dx = J^— 3 -2x + x 2 ).cfc = -3x-x 2 + : 


= -9 


2) Calcular <j(y;2x;-\).dx a lo largo del cuadrado 

c* 

de vértices (0;0;3), (0;1;3), (1;1;3) y (1;0;3). 
Calculamos el rotor. 


rot G = 


i / k 
d d d 

dx dy dz 
y 2x -1 


= 2 k-k =k = (0;0;l) 



Planteamos la integral de superficie. Consideramos el sentido positivo de n. 
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<$(y;2x;—V).dx= ^rotG*ñ.dS = ||(0;0;l) • (0;0;\).dx.dy = jjr/x.r/y = 

C* S D D 

11 1 1 

= | jdy.dx = J_y] ^ .dx = Jr/x =x\ =1 

oo o o 

3) Calcular (j(xz;xy;y 2 ).dx si C es la frontera de la superficie que consta de 

c + 

la porción de cilindro z = 4-x 2 en el primer octante cortado por los pla- 
nos coordenados y el planoy = 3. 

Calculamos el rotor y luego planteamos la integral de superficie considerando 
el sentido positivo de ñ. 


rot G = 


i i k 

d d d 

dx dy dz 

xz xy y 2 


= 2 yi + xj + y k 



= jj(4 xy + y).dx.dy = j j(4xy + y).dy.dx = j2xy 

D 


2 2 ' 

2 +^ 

2 


.dx = 


,dx=9x 2 + — 


=36 + 9 = 45 


4) Verificar el teorema de Stokes si G(x;y;z) = (3y;4z;-6x) alrededor de la 
curva borde de la superficie cerrada limitada por el paraboloide 
z = 9 — x 2 — y 2 que se encuentra por sobre el plano (xy). 

La curva C es la circunferencia de radio 3, ubicada sobre el plano (xy). 

C: f{t)= ( 3cost;3sen t;0) 0 < t < 2n 
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a) Calculamos la integral curvilínea 

(j(j(P; Q; R).dx = <j" (3 y.dx + Az.dy — 6 x.dz) = j*9 sent.(— 3sent).dt = 

c + c + 0 

2n 27 lK 27 

= -27 J.ve/7 2 t.dt = —— J[l - cos (2 t)\dt = - — 


2 n 


27 (. sen(2t)^ 


-i 2 ;r 


t-- 
V 2 


= -21n 


b) Calculamos la integral de superficie. Consideramos el sentido positivo de 

ñ. 


Primero calculamos el rotor 


rot f = 


i j k 

9 9 9 

dx dy 9z 

3 y 4 z — 6x 


= —4 i + 6j - 3 k 



JJ(— 4/6/—3) • (2x;2y;\).dx.dy = JJ(— 8 x +12 y — 3).dx.dy = 

s D 

3 r2^r 

= J J(— Sr.cosa + \2r.sena-3).r.da 

0 L 0 

3 n 2 n 

= J(— 8r 2 .sen cc—\2r 2 .cos a — 3rct) .dr = J(— 1 2r 2 — 6nr +12 r 2 ).dr 


.dr = 


= -3nr 


f = 

J 0 


-21 n 


Vemos que el teorema se verifica. 
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Aplicaciones Físicas 


La masa de una superficie 

Si la medida de la densidad de área en un punto ( x;y;z ) de una superficie S es 
p (pc;y;z), entonces la masa M dc S es: 

M= y;z).dS 

s 

Ejemplo 

Determinar la masa de la porción del plano x+y + z = 1 enel primer octante 
si la densidad de área en un punto (x;y;z) es proporcional a x 2 . 

Despejamos z, z = 1 -x - y 


M = JJát.x 2 .dS = JjA:.x 2 1)“ + (— l) 2 + 1 .dx.dy = k.y[3 JJx 2 .dx.d\> 

s D D 

E1 recinto D es el triángulo sombreado en la figura, 


k.\¡3 JJx 2 .dx.dy = ^íí x 2 .dy.dx = 

D 0 0 

1 1 

= k.yj 3 J x 2 j ] 0 -dx =k.yÍ3 J(x 2 -X 3 ).í/x = 


= kj3. 


f 3 4 \ 

X X 

V T T, 

v /Jo 


= k.s¡3. 


1 _ 1 
3 4 


12 



Integral de flujo 

Si G es un campo de velocidades que representa la velocidad de un líquido 
que fluye por el punto P, entonces la integral de superficie representa el flujo <j> 
(cantidad de líquido que pasa por unidad de tiempo) a través de la superficie S. 
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Consideramos la orientación positiva del versor normal. 

</)= ^G'ñ.dS 

s 

Como ya hemos visto: 

a) si la superficie está definida en forma paramétrica: 

i- JJ<5-ñ.dS = IJlo[ x(uv); y(uv); z(uv )] • (/„' a f' v \du.dv 

S D 

b) si la superficie está definida en forma explícita: 

(/) = IJg' • ñ.dS = ||g[x; y; f(x; y)] • (— z x ;—z y ; 1 ).dx.dy 
s D 

c) si la superficie está definida en forma implícita: 


</)= || G»ñ.dS 


s 


\\G[x;y;f(x;y)]* 





.dx.dy 


Si la superficie está formada por varias caras S\, S 2 , ..., S n , el flujo se obtiene 
sumando los flujos <f>\, </h,..., <f) n dc cada una de las caras. 


Ejemplos 

1) Calcular el flujo a través de la superficie 
S: 2x + 2y + z = 6 del campo vectorial 
G = (xy;—x 2 ;x + z) , en el primer octante. 

Consideramos el sentido positivo de ñ. 
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(p- || G»ñ.dS= ||(xj;-x 2 /x + 6 - 2x - 2y) • (2/2/1 ).dx.dy = 

S D 

3 3-x 3 

= || (2xy - 2x 2 - x + 6 - 2 y}.dy.dx = jxy 2 - 2x 2 y - xv + 6v - y 2 ] .dx = 
oo o 


3x 4 

= |(3x 3 -12x 2 + 6x + 9 ydx=— -4x 3 +3x 2 +9x 


243 27 

-108 + 27 + 27= — 

4 4 


2) G = (4 xz;—y;yz), obtener el flujo a través de la cara superior y de la cara 
inferior del cubo unitario de la figura, 


z= 1 

E1 recinto D es el cuadrado de lado 1. 

(f\ = ||G' • ñ.dS = ||(4 x; —v; y) • (O; 0; 1). dx. dy 

s D 




z = 0 

E1 recinto D es el cuadrado de lado 1. 

1 1 

(f) 2 = ||G' • ñ.dS = ||(0;—y;0)* (0;0;1 fdx.dy = | ^{).dy.dx =0 
s d 00 


1 


E1 flujo total <¡) = (f) x + (f) 2 = — + 0 = — 


3) G = (y;-x;8), obtener el flujo a través de la parte de la esfera que está por 
sobre el plano (xyj acotada por la circunferencia x 2 + v 2 = 4. La esfera 
tiene por ecuación x 2 + v 2 + z 2 = 9. 
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JJ G»n.dS = JJ(>','-.v; 8 ) < 


2x 


2y 


V^ 


2 2 
■x — y 


V^ 


2 2 
x -y y 


.dx.dy = 


= íí 


2 xy 


2 yx 


v 

2 2n 


V^ 


2 2 
x — jv 


V^ 


r + 8 

2 2 

■* y 


.dx.dy = JJ 8 .¿/x.í/> = 


= J J8 r.da.dr = 8. Jr.#] dr = 16;r. Jr.¿/r = 8 nr 2 J ^ = 32 n 


Caso de una superficie cerrada 

En este caso el flujo se puede considerar co- 
mo saliente (el versor normal apunta hacia 
afuera) o entrante (el versor normal apunta 
hacia adentro). 

E1 flujo se obtiene sumando los flujos <j> i, 
0n de cada una de las caras Sj, Sj, 

S n que delimitan la superficie cerrada. 



Ejemplos 

1) Calcular el flujo saliente del campo vectorial 
G = ( 2 z;x;y 2 ) a través de la región sólida limi- 
tada por el paraboloide z = 4-x 2 -y 2 y el plano 
(xy). 

Debemos calcular dos integrales de superficie, una 
referida al paraboloide (Si) y la otra a la base (Sj). 



i) a través de «Sj, consideramos el sentido positivo de n. 


rp { = JJg*«.í/S = JJ[ 2z;x;y 2 f*(2x;2y;X).dx.d.y = 

s¡ D 

= jj(4zx + 2xy + y 2 ^.dx.dy = jf(4zx + 2xy).dx.dy + jjy 2 .dx.dy = 

D D D 
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2 \¡4-y 


= | | 4x.(4 — x 2 — y 2 ) + 2xy~f.dx.dy + ffy 2 .dx.dy = 

-2 D 

2 %/4-y 2 

= | | |^16x — 4x 3 — 4xy 2 + 2xy~^.dx.dy + jfy 2 .dx.c/y = 

-2 

= J(8x 2 — x 4 —2x 2 jy 2 +x 2 v) _ — .dy+ jjy 2 .dx.dy = 

-2 ~' 4 ~ y D 

= ][s.{4-y)-{4-yf -2{4-yf y 2 +{4-y) 2 y- 
-2 

= -[8.{4-y)-{4-yf-2{4-yf y 2 +{4-yfyj .dy+ fjy 2 .dx.dy 

D 

= 0 + ffy 2 .dx.dy = ffy 2 .dx.dy 

D D 

ii) a través de S 2 , z = 0. Consideramos el sentido negativo de ñ. 

</> 2 = JJg • ñ.dS = f^2z;x;y 2 \»(j);Q;—\).dx.dy = — ffy 2 .dx.dy 
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1 ) Jj*6 xy.dS, donde S es la parte del plano x + y + z = l,enel 1° octante. 

s 

2) JÍ Z .dS , donde S es la mitad superior de una esfera de radio 2 cuya parame- 

s 

trización es f(u;v ) = (2 sen u.cos v; 2 sen u.sen v; 2 cos u), con 0 < u < -y, 
0 < v < 27t 

3) j"J(v 2 +2 yzjdS, donde S es la parte del plano2 x+v+ 2z = 6 , en el 1° 

s 

octante. 

4) Calcular ^xyz.dS, si S es la porción del cilindro x 2 + z 2 = 4, entre los 

s 

planosy = 1 ey = 3. 

5) z .dS , donde S es la porción de cono x + y = z que se encuentra en- 

s 

tre los planos z = 1, y z = 2. 

6 ) Calcular el flujo de: 

a) G(x;y;z)= ( x;y;z) si S es la porción del plano 3x + 2 y + z = 6 en el 
primer octante. 

b) G(x;y;z) = (- 2y;2x;5) si S es la parte de la esfera x 2 + v 2 + z 2 =16 
que se encuentra por sobre el plano (xy). 

c) G(x ;y;z) = (z;x;-3y 2 z) si S es la parte de la superficie cilíndrica 
x~ + y 2 =16 que se encuentra en el primer octante, con z entre 0 y 5. 

v (4 4 ) 

d) G(x;y;z)= —zx;—zy; 0 si S es la superficie cerrada formada por 

y7T 71 y 

x 2 + y 2 = 1 , z = 10 y los planos coordenados. 
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e) ó(x;y;z)= (óz;2x + y;-x) si S es la parte de la superficie cilíndrica 
x 2 + y 2 = 9 que se encuentra en el primer octante, delimitada porj; 
entre 0 y 8. 

7) Calcular el flujo saliente del campo vectorial G(x;y;z)= (x;y;2z): 
a) directamente, b) utilizando el teorema de Gauss, si S es la superficie 
cerrada limitada por el sólido V = {(x;y;z)/0<z <4-2x 2 -2v 2 } y el 
plano (xy). 

8) Calcular el flujo saliente del campo vectorial G(x;y;z)=(x 2 y;y 2 ;xz) 
utilizando el teorema de la divergencia, si S es el cubo limitado por los 
planos jc=l,_y=l,z=lylos planos coordenados en el primer octante. 

9) Calcular el flujo saliente de G(x;y;z) a través del sólido S limitado por el 
plano x + z = 6 y el cilindro x 2 + v 2 = 4, utilizando el teorema de la diver- 
gencia si G(x;y; z) = (x 2 + sen z; xy + cos z;e y ). 

10) Calcular la circulación en sentido positivo de G(x;y;z) = (z - x;xy;z) 
alrededor de la curva borde de la superficie cerrada limitada por el para- 
boloide z — 4 — x 2 — y 2 y el plano z = 2, utilizando el teorema de Stokes. 


11) Verificar el teorema de Stokes si G(x;y;z)=(-4y;2z;3x) alrededor de 
la curva borde de la superficie cerrada limitada por el paraboloide 
z = 10-x 2 -v 2 que se encuentra por sobre el plano z = 1. 


12) Calcular la ^G(x).dx donde C es la curva borde de la superficie ce- 

rrada limitada por el cilindro z 2 = 1 - v 2 , el plano x + y = 1 y los planos 

r y x 0 A 

1 0 2z 


coordenados si DG = 


0 


y 
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13) Dada ó(x;y;z)= [l.x + g(x;y);y + g(x;y);g(x;y)-4z], hallar el flujo a 
través de la frontera del cuerpo limitado por x 2 + y 2 = 4 con -1 < z < 1, 
si Vg(x;y) = (x 2 +y;x-y) 

14) ó(x ;y;z)= ( 6a 2 x;6aby;b 2 z ), con a y b reales, la superficie S es la fron- 
tera del cuerpo definido por x 2 + y 2 <4 con 1 < z < 4. Hallar a y b para 
que el flujo a través de S alcance un extremo relativo y clasificarlo. Su- 
ponemos la superficie orientada hacia afuera. 


Respuestas 


1) — 2) 87t 3) — 4) 0 5) 

4 2 2 


6) a) 0 = 18, b) ^z> = 80 tc c) </> = 90 d) r¡> = 100 e)^ = 180 

7) 0 = 16tt 8)0 = 2 


9)-1271 10) 0 11) 3671 12) y 13)0=y 


14) a=\,b = -3, es un mínimo relativo. 






Capítulo 13 

Ecuaciones 
diferenciales de 1 ° orden 


Definiciones y conceptos fundamentales; 
orden, grado, solución general, solución 
particular. 

Ecuaciones diferenciales de variables 
separables, lineales, exactas, factor 
integrante, homogéneas, de Bernoulli, 
reducibles a homogéneas, Ricatti, Clairaut. 

Trayectoria ortogonales. 

Líneas de campo en m 2 . 
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Ecuaciones Diferenciales 


Se llama así a una ecuación que vincula a un número finito de variables con 
las derivadas de una de ellas respecto de las otras, o lo que es equivalente, 
los diferenciales de las variables. 


dz 


Ejemplos: y'-2xy = 2 y, — = 3 xy , 

dx 


— = xz 
dx 


Ecuación diferencial ordinaria 

Una ecuación diferencial es ordinaria si hay una sola variable independiente, 
por lo tanto la derivada es total, no hay derivadas parciales. Las otras ecua- 
ciones diferenciales reciben el nombre de ecuaciones diferenciales en deri- 
vadas parciales. 

Orden de una ecuación diferencial 

Está dado por el orden de la derivada de mayor orden que aparece en la 
ecuación diferencial. 

Ejemplos: y'-2xy = 3 es de 1° orden porque aparece la derivada primera. 


y" — 4y' = 2 y es de 2° orden porque aparece la derivada segunda. 


Podemos pensar a una ecuación diferencial de orden n como una ecuación 



(forma explícita). 


Grado de una ecuación diferencial 


Es la potencia a la que está elevada la derivada de mayor orden. 


Ejemplos: y"+v' 2 = 2 xy es de 2° orden y de 1° grado, porque la de- 


rivada de mayor orden es la 2° que tiene 
exponente 1. 


2xy' 2 +2/' 3 = 2 y es de 2° orden y 3° grado. 
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Solución general de una ecuación diferencial 

La solución general de una ecuación diferencial está constituida por todas las 
funciones que satisfacen la ecuación diferencial. Hay que tener en cuenta 
que así como en una ecuación algebraica la solución son números, la solu- 
ción de una ecuación diferencial son funciones. 

Ejemplo : resolver y'=x 


Se trata de encontrar todas las funciones cuyas derivadas sean iguales a x. 
Para resolverla expresamos la derivada como cociente de diferenciales: 

— = x => dy = x.dx => Jí/v = Jx.í/x => y = + C 


Integrando a ambos miembros se obtiene la solución general, constituida en 
este caso por una familia de parábolas. 

Obsérvese que no hay una única función sino que son infi- 
nitas que difieren en una constante. Por eso se dice que la 
solución general de una ecuación diferencial es una familia 
de funciones. 


Solución particular 

Se llama así a la fúnción que además de pertenecer a la solución general 
cumple con alguna condición adicional, por ejemplo la de pasar por un punto 
P« determinado. 

Si en el ejemplo anterior queremos la solución que pasa por P 0 = (1; 1), esta- 
mos buscando una solución particular. Para obtenerla debemos calcular la 
constante C: 

x 2 1 1 

y = - hC => 1 = — hC => C = — por lo tanto la solución particular es: 

2 2 2 

x 2 1 

y = — + —, que de todas las parábolas que forman parte de la solución ge- 
neral es la que pasa por el punto P 0 = (1; 1). 



x t 
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Solución singular 

Son soluciones que no se deducen de la solución general. En el proceso de 
resolución de una ecuación diferencial hay que resolver integrales en las cua- 
les, muchas veces, aparecen denominadores, cuyo valor se considera siempre 
no nulo. 

Ejemplo 

Resolver x.dy = y.dx 



Esta resolución es válida si x & 0 e y 0. Pero ¿qué ocurre si x = 0 o y = 0? 

Si x = 0, dx = 0: queda 0 .dy =y. 0, 0 = 0, vemos que x = 0 verifica la ecuación 
y por lo tanto es una solución de la ecuación. 

Si y = 0, dy = 0: queda x.O = O.dx, 0 = 0, vemos que x = 0 verifica la ecuación 
y por lo tanto es una solución de la ecuación. 

Lo que tenemos que ver es si estas soluciones están incluidas en la solución 
general |y| = k. |x o x| = C.|y|. 

y = 0, se obtiene como solución particular cuando k = 0. 
x = 0, se obtiene como solución particular cuando C = 0. 

Por lo tanto no son soluciones singulares. 

Analizaremos otros ejemplos más adelante. 

En este capítulo veremos las ecuaciones diferenciales ordinarias de 1° grado 
y de 1° orden. 


Resolver una ecuación diferencial significa encontrar la familia de funciones 
que la satisface. Esto no siempre es tan sencillo. Los pasos a seguir dependen 
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de la estructura de la misma. Lo que veremos ahora es como se resuelven 
distintos tipos de ecuaciones diferenciales según la estructura a la que res- 
pondan. 

Teorema de existencia y unicidad de la solución 

Planteamos ahora qué condiciones deben cumplirse para que una ecuación 
diferencial tenga solución y que ésta sea única. 

Dada y" = f[x ;y;y';...;y n x ), si f ,y,y’,...,y n 1 son continuas en un conjunto 
A, entonces existe y es única la solución y = h(x) definida en un entomo de 
xo, que verifica las condiciones iniciales, h(x 0 )= v 0 ,..., h"~ l (x 0 ) = y 0 "~ . 

Pasa el caso particular de una ecuación diferencial de 1° orden del ti- 
po y’ = f(x;y), deben verificarse la continuidad de/y dey'. 

Ecuación diferencial correspondiente a una familia de 

FUNCIONES 

Dada una familia de funciones definidas por <p(x, y,C v C 2 ,...,C n ) = 0, donde 
<p es n veces diferenciable respecto de x e y y continua para las constantes 
C\, C 2 ,..., C a , existe una ecuación diferencial de la cual dicha familia de 
curvas es la solución general. 

Para encontrar dicha familia de funciones debemos eliminar las constantes 
en el sistema de ecuaciones formado po v<p(x, y, Cj, C 2 ,..., C n ) = 0 y sus n pri- 
meras derivadas. 

Ejempios 


2 í y = Cx 2 

1 )y = Cx generamos el sistema < , despejando C en la segunda 

[y'= 2Cx 

ecuación y reemplazando en la primera queda: 2 y = y’x, que es la ecuación 
diferencial que buscamos. 
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2 )y = C, + C-,.e x + 3x generamos el sistema 


y = C, + C 2 ,e x + 3x 
v' = C 2 .e'+3 , si reem- 

ff X 

= C 2 e 

plazamos C 2 .e x e n la 2° ecuación por y" tenemos la ecuación diferencial 
que buscamos: y' = y"+ 3 


Ecuaciones Diferenciales de 1° Orden 

Podemos pensar en forma genérica a una ecuación diferencial de 1° orden 
como una ecuación de la forma: F{x; y; y') = 0 o y' = f(x;y). Veremos los 
siguientes casos: variables separables, homogéneas, reducibles a homogé- 
neas, lineales, Bemoulli, exactas, factor integrante, Riccati y Clairaut. 

Ecuaciones diferenciales de variables separables 

Se llama así a las ecuaciones diferenciales en las cuales se pueden separar 
las variables, es decir que en cada miembro de la ecuación quede una sola 
variable con su diferencial de modo que se puedan integrar. Eso ocurre cuan- 
do la ecuación diferencial se puede llevar a la siguiente forma: 

/ = P(x).Q(y)^f = P(x).Q(y)^-^-=P(x).dx^\^f ) = ¡P(x).dx 


2 X 

Ejemplo: resolver 3xy'-x y = 0=>y'= — y 

Si expresamos la derivada como cociente de diferenciales, se pueden separar 
las variables: 

dv x dv x , rdv rx , i i x 2 _ _ _ 

dx 3 y 3 J v J 3 "6 

Pero no en todas las ecuaciones diferenciales se pueden separar las variables. 
Vemos ahora como se resuelven algunos de esos casos. 





408 


Alejandro £ García Venturini 


Ecuaciones diferenciales homogéneas 

Las ecuaciones diferenciales homogéneas tienen la siguiente estructura: 


P(x ;>>). dx+Q(x ;>). dy = 0 


donde / 3 (-\:;>’) y Q(x m ,y) son funciones homogéneas del mismo grado. Para 
resolver estas ecuaciones diferenciales se recurre a un cambio de variables 
para transformarlas en ecuaciones diferenciales de variables separables. 


Para ello se divide toda la ecuación diferencial por x", donde n es el grado de 
homogeneidad de las funciones y Q(x\y). Por la 2° propiedad de las 

funciones homogéneas vista en el capítulo 7 queda: 




V 

{.X; 




.dx + Q x — .dv = 0 


Si hacemos las siguientes sustituciones: — = v => y = x.v => c/y = x.dv + v.dx 

x 

queda una nueva ecuación diferencial cuyas variables son x y v que se pue- 
den separar: 

P { (v).dx + Q x (v).(x.dv + v.dx) = 0 


Procedemos a resolver esta nueva ecuación diferencial: 

[Pj (v) + Q x (y).v\dx + Q x ( v).x.dv = 0 => 

[P\ (v) + Q x (v).v \dx = -Q x (v).x.dv ==>- = -- ^ ^ 


^lW + 2l(v).V 


ya hemos separado las variables, ahora hay que integrar: 

_ f QiM-dv 
xC = e ^ +í( v ) + £?i( v )- v 

que es la solución general de la ecuación general homogénea, finalmente de- 
bemos volver a las variables originales. 


r dx^ _ _ C Q\ (v ).dv 

J x J P x (v) + Q x (v).v 
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Ejemp/o: resolver 


(x 1 + y 2 \dx + xy.dy = 0 


Las funciones son homogéneas de grado 2, por lo tanto es una ecuación dife- 
rencial homogénea. Dividimos por x 2 y efectuamos las sustituciones vistas. 
Queda: 

(l + v 2 ). .dx + v.(xdv + vdx) = 0 => 


„ 2 \ , , dx v.dv 

f dx 

f v.dv 

11 1 V 1 Li~\ A V iti V 7 -7 

V f x l + 2v 2 

'ix ” 

h + 2v 2 


lnx + C = 


——/«(l + 2v 2 )=> x.C = 
4 V ' 



x.C = 


1 


1 


2 

í ! + 2 

y_ 


V 

UJ 



A1 final debe expresarse la solución en función de las variables originales. 


Ecuaciones diferenciales reducibles a homogéneas 

Tienen la siguiente estructura: (a x x + b x y + c¡ ).dx + (a 2 x + b 2 y + c 2 ).dy = 0 

Esta ecuación diferencial sería homogénea de grado 1 si no fuese por los 
términos c¡ y c 2 . Este tipo de ecuaciones diferenciales se las puede transfor- 
mar en ecuaciones diferenciales homogéneas de grado 1 si a¡.b 2 - a 2 .b¡ + 0. 
Veremos luego que ocurre si a¡.b 2 -a 2 .b¡ = 0. 

Esto se logra a través del siguiente cambio de variables: x = u+h, y = z+k, de 
donde surge que dx = du y dy = dz; h y k son valores numéricos que hay que 
obtener para que la nueva ecuación diferencial, cuyas variables son u y z, sea 
homogénea. Reemplazando queda: 

(a¡u + b¡z + a¡h + b¡k + c¡ ).du + (a 2 u + b 2 z + a 2 h + b 2 k + c 2 ).dz = 0 


Elay que encontrar valores de h y k que hagan que 

a¡h + b¡k+c¡ =0 y a 2 h + b 2 k + c 2 =0 

Para que estas expresiones se hagan 0 simultáneamente hay que resolver el 
sistema de ecuaciones lineales formado por estas dos ecuaciones que tiene 
solución única si a¡.b 2 -a 2 .b¡^0. 
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De esta forma la ecuación diferencial queda: 

(a x u + b t z).du + ( a 2 u + b 2 z).dz = 0, que es homogénea de grado 1. 


Luego se resuelve la nueva ecuación diferencial y fínalmente se vuelve a las 
variables originales. 

Ejemplo: resolver (4x + 3 y +1 ).dx + (.3x + 2y +1 ).dy = 0 
Hacemos x = u + h, y = z + k , queda: 


(Au + 3 z + 4/7 + 3k + 1 ).du + (3 u + 2z + 3h + 2k +1 ).dz = 0 


4/7 + 3k = -1 
3/7 + 2k = -1 


=> (A;*) = (-l:l) 


Buscamos los valores de h y k : 


Queda entonces que x = u-ley = z+l 

Reemplazando se obtiene la nueva ecuación diferencial que debe ser homo- 
génea: 

(Aii + 3z).du + (3u + 2 z).dz = 0 

Esta nueva ecuación diferencial es homogénea de grado 1, se resuelve como 

tal haciendo el cambio de variables — = v y dz = u.dv + v.du , luego de ha- 

u 

ber dividido la ecuación por u (por ser homogénea de grado 1). 


(Au + 3 v).du + (3 u + 2z).(u.dv + v.du) = 0 


esta nueva ecuación diferencial debe 
ser de variables separables. 


(4 + 3v + 3v + 2v 2 ).du = —(3 + 2 v).u.dv = 0 => 


3 + 2v 


.dv 


2v 2 + 6v + 4 


du 3 + 2v 


-— =- t - .dv => /77 7/ 

u 2v + 6v + 4 ! 



C 


Vv 2 +3v + 2 
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C 


=> + 3wz + lu 1 = C, 


u 


+ 3. 


z 


+ 2 


u 


debemos volver ahora a las variables originales. 

(y — l) 2 +'5.{x + '\).(y-\)+2.(x + \) 2 = C => y 2 -2y + \ + 3xy-3x + 

+ 3y — 3 + 2x 2 +4x + 2 = C => y 2 +3xy+ 2x 2 + y + x = C 

Si a\.b 2 - a 2 .b\ = 0, los coeficientes de las variables son proporcionales, en- 
tonces la ecuación diferencial se puede transformar en variables separables 
efectuando la siguiente sustitución: a\x + b\y = z (ó a 2 x + h 2 y = z, según con- 
venga). 




b\ b. 


Ejentplo: (2x + y-\).dx- (4x + 2 y + 5 ).dy = 0 


2.2- 1.4 = 0 


Hacemos 2 x+y = z => dz = 2.dx + dy :. dy = dz — 2.dx, reemplazamos: 
(z — \).dx — (2z + 5).(dz — 2dx)= 0 => (5z + 9).dx = (2z + 5).dz 



■2 l 

— H--— .dz 

5 5z + 9 


2 7 

x + C = -z + — 
5 25 


/n|5z + 9| => 25x + C, =\0.(2x + y)+lln\5.(2x +y)+9\ 


1 Oy — 5x + 7 ln 1 Ox + 5 y + 9 = Q 
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Ecuaciones diferenciales de 1° orden lineales 

Estas ecuaciones diferenciales tienen la siguiente estructura: 
y'+P(x).y = Q(x), donde P(x) y Q(x) son funciones continuas de x. 


La solución la constituyen todas las funciones y = f (x) que satisfagan la 
ecuación. Para resolverla se recurre a un cambio de variables: y = u.v, donde 
u y v son funciones de x. Debemos calcular «(.v) y v(x), luego efectuando su 
producto se obtiene la función y que es la solución general. 

Si y = u^>y' = it'.v + u.v'. Sustituyendo en la ecuación diferencial queda: 


u'.v + u.v'+P(x).u.v = Q(x) sacamos factor común entre el 1° término y el 3° 
término: v.[u'+P(x).u\ + u.v'= Q(x). Elegimos u(x) de tal forma que: 
u'+P(x).u = 0. 

u'+P(x).u = 0 => — = —P(x).u => — = -P(x).dx => 
dx u 


=> J"— = -J ’P(x).dx => inu= — ^P(x).dx 

Ahora debemos determinar cuánto vale v(a') : 

u.v'=Q(x) => e \ p ^ x)dx = q( x ) 

dx 

=> dv = e '' ' ík ,Q(x).dx => ^dv = e ,Q(x).dx => v = je '' k ,Q(x).dx 


c/x => u = e 


- |p(x).A 


por lo tanto: 


- f P(x).dx 

y = u.v = e J 



es la solución 
general 


Ejemplo: resolver: y'+x.y = 2x 

Debemos determinar quienes son P(x) y Q(x) para luego poder aplicar las 
fórmulas demostradas. 
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P(x) = x, (Q(x) = 2x. 

r 

— I x.dx — r — — — 

u — e J —e 2 , v= \e 2 .2x.dx = 2e 2 + C => y = e 2 

Ecuaciones diferenciales totales exactas - la función potencial 

Una ecuación diferencial con la estructura: P(x,y).dx + Q(x;y).dy = 0 es una 
ecuación diferencial total exacta si P(x,y).dx + Q(x;y).dy = 0 es un diferencial 
total exacto 1 . Por lo tanto la ecuación diferencial se puede expresar así: 
dU(x;y) = 0, y la solución general se obtiene integrando ambos miembros: 

| dU(x;y)=C => U(x;y) = C. 


2e 2 +C 


Para resolver la ecuación diferencial debemos encontrar una función poten- 
cial U(x;y) 2 . 

Ejemplo: resolver (lx 3 + y)dx + ( v + 2 v 2 ).dy = 0 

Primero verificamos la condición de simetría: P v = 1 = Q X . 

Hemos verificado que la ecuación diferencial es exacta. Ahora debemos en- 
contrar la función U (-v;p). 

4 

U(x;y) = J(2x 3 + y).dx = ^- + yx + a(y) 

U (x;y) = \(x + 2y~ ).dy = xy + -j- + p(x) 


1 Ver página 132. 

2 Ver página 132. 
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Si comparamos las dos integrales, que como vimos deben ser iguales, vemos 

r\ 3 

que la función dc y que figura en la 1° integral es —que aparece en la 2° 

x 4 

integral y que la función de x que aparece en la 2° integral es — , que apa- 

x 4 2y 3 

rece en la 1° integral. La solución general es: U{x;y) = xy + — + —= C 
Verificación 

Es muy fácil verificar la solución general de este tipo de ecuaciones diferen- 
ciales. Si calculamos el diferencial total de la función U(x;y) que hemos ob- 
tenido, debemos obtener el primer miembro de la ecuación diferencial. 

Otra forma de resolver ecuaciones exactas 

Vimos que U(x;y) = JN* ; y).dx\ +a(y). Debemos calcular a.(v). 

dU d\P(x;y)dx De esta expresión surge a'(y) y de 

dy - + a '(y) = Q( x ’'}’)- allí a(y). 

Ejemplos 

1) (2xy - 3 x 2 ).dx + (x 2 — 2y).dy = 0 

Verificamos la condición de simetría: P = 2x = Q x 


Buscamos ahora 


U(x;y) = J(2x_y - 3x 2 \dx = x 2 y - x J + a(y) 


3t/ _ d(x y —x_) + a ' _ x 2 _ 2y => x 2 + a’ (y) = x 2 -2 y => a' (y ) = —2_y: 

dy oy 


■ 


(_y) = -y 2 => U(x;y) = x 2 y — x 3 — y' = C 
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2 ) —.dx—^-.dv = 0 

y y 


Verificamos la condición de simetría: P y = -— = ,Q X 




y 


Y ;.a' (y) = 0 => a(y) = C 


X 

Por lo tanto: U(x;y) = — = C 

y 


Factor integrante 

A veces una ecuación diferencial con estructura de exacta (o que se puede 
llevar a esa estructura) no es exacta, es decir que no cumple con la condición 
de simetría. Pero se la puede transformar en exacta multiplicando toda la 
ecuación por un factor denominado factor integrante. Este factor integrante 
puede ser una función de x: /j. (x), o de y-M(y), o de ambas variables: jU(x;y). 
Analizamos primero el caso en que el factor integrante es una función de x. 
Debemos determinar las condiciones que se deben cumplir para que exista 
// (x) y luego proceder a calcularlo. 

Partimos de una ecuación diferencial con estructura de exacta: 


P(x;y).dx + Q(x;y).dy = 0 


Si multiplicamos la ecuación diferencial por /j(x) debe quedar una ecuación 
diferencial exacta, es decir que se debe cumplir la condición de simetría. 


// (x).P(x;y).dx + // (x).Q(x;y).dy = 0 


Hacemos // (x).P(x;y) = M(x;y) y // (x).Q(x;y) = N(x;y), queda una ecuación 
difcrcncial quc debe scr cxacta: M(x;y).dx + N(x;y).dy = 0 => M v = N x 
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Áx\Py = M (x)-Q + Áx)Q x ••• fí(x)= P ' -fl(x) => = Py n Qx 

Q M(x) Q 


Si 


. k-q: 


es una función exclusivamente de x, entonces existe /u(x) y se 


obtiene de la siguiente forma: 




M(x) 


Py-Qx 

Q 


dx 


rP ~ 0 

In/u(x) = J - dx => ^(x) = e Q 


Una vez calculado el factor integrante se multiplica toda la ecuación diferen- 
cial por dicho factor y se obtiene una nueva ecuación diferencial que es 
exacta. Finalmente se resuelve como exacta. 

Ejemplo: resolver (y + in x).dx - x.dy = 0 

Es una ecuación diferencial con estructura de exacta, verificamos la condi- 
ción de simetría: P v =1^-1 = Q X . Buscamos la existencia de un factor inte- 
grante. 


Calculamos ——— = = -— , vemos que es una función exclusivamente 

Q —x x 

de x y por lo tanto existe el factor integrante /u (x). 

/u(x) = e^ dX = e~ 2,nx = e ,nx ~ 2 = x ^ 2 

Una vez obtenido el factor integrante multiplicamos a la ecuación diferencial 

> 1 

.dx - ,dy = 0 . Esta nueva ecuación debe ser 

x 


por dicho factor: 


y Inx 
K JC X y 


í 


exacta. Verificamos la condición de simetría: P = —r = Q 

y x 2 

Finalmente resolvemos la ecuación diferencial exacta. 

v /ñX + 1 


U(x;y)= J 


y inx 

— + —y 

X X" y 


.dx = - - 

x 


- + a(y) 
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U(x;y)= íf-— dy. =—— + J3(x) => ü(x;y) = ~—- ^ nX + ^ =C S.G. 
x) x x x 

Factor integrante según y 

Partimos de una ecuación diferencial con estructura de exacta: 

P(x;y).dx + Q{x;y).dy = 0 

Si ahora multiplicamos la ecuación diferencial por /Ll(y) debe quedar una 
ecuación diferencial exacta, es decir que se debe cumplir la condición de si- 
metría. 

F (y).P(x;y).dx + // (y).Q(x;y).dy = 0 

Hacemos /i (>). Pfv;/) = M(x;y) y fl (p). Q(x;y) = A"' - (.v;p), queda una ecuación 
diferencial que debe ser exacta: M(x;y).dx + N(x;y).dy = 0 => M y = N x 

ju'(y).P+.ju(y)-Py=M-Q' x ••• p(y)=^^Ay)^ Á 44 = ^^ L 

p ju(y) p 

Q x -p’ 

Si ———— cs una función exclusivamente dej, entonces existe ju C v) y se 
obtiene de la siguiente forma: 

= j ~' p y dy => lnu(y)= j~ ~ A ^ y dy ^fl(y) = 4 p 

Una vez calculado el factor integrante se multiplica toda la ecuación diferen- 
cial por dicho factor y se obtiene una nueva ecuación diferencial que es 
exacta. Finalmente se resuelve como exacta. 

Más complicado es el cálculo de // (x;j) porque conduce a ecuaciones dife- 
renciales en derivadas parciales que está fuera del alcance de este curso. 

Ecuaciones diferenciales de Bernoulli 

Estas ecuaciones diferenciales tienen la siguiente estructura: 
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y+p( x ).v = Q{x)y 


Si n = 0, la ecuación diferencial es lineal, si n = 1, la ecuación diferencial es 
de variables separables. Vemos que la ecuación diferencial lineal es un caso 
particular de la ecuación diferencial de Bernoulli. Para resolver este tipo de 
ecuaciones diferenciales se efectúa un cambio de variables y se la transforma 

en una ecuación diferencial lineal. Se divide la ecuación diferencial por y” : 

y'.y- n + P(x)y- n =Q(x) 

y'~" = z derivando 
Hacemos: (i - n ).y~". y '= z ' 


sustituyendo en la ecuación dife- 
rencial queda: 

~~ + P(x)z = Q(x), 

1 — n 

multiplicando por (1-»): 

z '+(1 - n).P(x)z = Q(x).( 1 - n). 

Si hacemos (\ n).P(x) = / J |(.v) y 
(1 -n).Q(x) = Q\(x), queda una 
ecuación diferencial lineal de va- 
riables x y z: 

z'+.P,(x)z = Q¡(x) 

Se resuelve la ecuación diferen- 
cial, se obtiene z, y luego se vuelve a las variables originales: y l ~ n = z , que 
es la solución general de la ecuación diferencial de Bemoulli. 


BERNOULLI, Johann (1667-1748) 
BERNOULLI, Jakob (1634, 1705): 

Los hermanos Bemoulli nacieron en 
Basilea, Suiza. Fueron progenitores 
de una familia que dio 8 matemáti- 
cos importantes en los siglos XVII - 
XVIII. E1 más importante de esos 
descendientes fue Daniel, hijo de 
Johann. Fueron alumnos de Leibniz 
y difundieron por Europa su Teoría 
del Cálculo Diferencial e Integral. 

Fueron los que propusieron por primera vez el uso 
de la palabra integral a su profesor Leibniz, ya que 
éste usaba la palabra suma. Johann fue maestro de 
Euler y de L'Hopital. Mientras Jakob siguió los 
principios de Newton, Johann siguió la filosofla de 
Descartes. La obra más importante 
de Jakob es Ars Conjectandi, el pri- 
mer trabajo notable sobre el Cálcu- 
lo de Probabilidades.El padre de 
Johann quería que éste siguiera co- 
mercio, pero su hermano mayor 
Jakob ya lo había iniciado en las 
ciencias al darle clases de matemá- 
tica y flsica. Pero el ejercicio como profesor de 
Matemática en la Universidad de Basilea le daba 
pocas posibilidades para una vida acomodada, lo 
cual lo obligó a licenciarse en medicina y durante 
años se ganó la vida como médico. 
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Ejemplo: resolver y'~—.y = — .y 3 , dividimos por y 3 

X X 

y~ 2 = z => — 2y~ 2 . y' = z' 

y'.y 3 — — 2 hacemos: }'" 3 ./=— reempiazando 

xx —2 


z' 1 3 ,2 6 

- ,z — — => zH—,z =- 

-2 xx xx 


resolvemos ahora la ecuación diferencial lineal cuyas variables son xy z- 

P x {x)=~, g,(x) = - 6 M = e "^= e - 2 ^=x - 2 

X X 

x 2 — l.í£r = - f 6x.dx = —6.— — l- C = — 3x 2 + C => z = x 2 .[— 3x 2 + c)= —3 + Cx 
xj J 2 


Finalmente queda: y 2 = -3 + C.x 


Ecuaciones diferenciales de Ricatti 

Tienen la siguiente estructura: y'+A(x ).y 2 +B(x).y + C(x)= 0 

Son de 1° orden, no lineales. Se puede resolver si se conoce una solución 
particular: >’ p (x). De esta manera se reduce, por lo general, a una ecuación di- 
ferencial lineal de 1° orden luego de pasar por una ecuación diferencial de 
Bemoulli. 


RICCATI, Jacopo Franceso (1676-1754) 

Fue un matemático veneciano, que estudió detalladamente la hidrodinámica sobre la base de 
la mecánica newtoniana, a cuya introducción en Italia colaboró. En su momento se le ofreció 
la presidencia de la Academia de Ciencias de San Petersburgo pero rechazó el honor en 
favor de su retirada y aristocrática vida. 

Se le recuerda por el estudio de ecuaciones que llevan su nombre, un tipo de 
ecuaciones diferenciales de primer orden. En general, esta ecuación no se pue- 
de resolver elementalmente (o en términos finitos); lo que fue demostrado en 
el siglo XIX. Aunque ello es un accidente histórico, pues su trabajo se limitó 
al análisis de casos particulares de la ecuación. Siendo ésta planteada y anali- 
zada en la forma que conocemos por la familia Bemoulb. 
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Se efectúa un cambio de variables, reemplazamos la variable y por una nue- 
va variable igual a la suma de la solución particular y de una función que 

denominamos z(x). y = y p + z => y' = y p + z' 

Reemplazamos en la ecuación de Ricatti: 

y' p + z'+A{x){y p + zf + B(x).(y p + z)+ C(x) = 0 

Desarrollando queda: 

y p + z'+A(x)y p + 2A(x)y p z + A(x)z~ + B(x)y p + B(x)z + C(x) = 0 
Si agrupamos obtenemos: 

\y p + A(x)y 2 p + B(x)y p + C(x)J+ z'+2A(x)y p z + A(x)z 2 + B(x)z = 0 

E1 paréntesis se anula porque y p es una solución particular de la ecuación 
diferencial, por lo tanto queda: 

z'+2A(x)y p z + A(x)z 2 + B(x)z = 0 => z'+[2A(x)y p + R(x)]z = —A(x)z 2 
que es una ecuación diferencial de Bemoulli. 

A1 resolver esta ecuación, obtenemos z(x), luego la solución general de la 
ecuación diferencial de Ricatti es: y =y p + z. 

Ejemplos 

1) y'+y 2 -2x 2 y- 2x + x 4 = 0, y p = x 2 
hacemos: y = x 2 + z => y'=2x + z' 

reemplazando: 2 x + z'+(x 2 +zj-2x 2 .(x 2 + z)-2x + x 4 =0 

operando y reagrupando: 2x + z'+x 4 + 2x 2 z + z 2 -2x 4 - 2x 2 z -2x + x 4 = 0 

cancelando queda: z’+z 2 =0 — = -z 2 = -dx => - — = -x + C 

dx z z 
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1 2 1 

Despejando z tenemos que: z =-, por lo tanto y = x H- 

x + C x+C 

2) ( 2x' 2 — x\y'+y 2 - (l + 4 x)y + 4x = 0, _y p =l 


, 1 2 (l + 4x) 4x 

l +^—-y — -y + ^- 2 — = 0 

2 x — x 2x — x 2x — x 


hacemos: y = 1 + z => y'=z' 

, (l + z) 2 -(l + 4x).(l + z) + 4x 

reemplazando: z H--— £ - - -= U 

2x“ —x 

. . , l + 2z+z 2 — 1 —z —4x —4xz + 4x . 

operando y reagrupando: z H---= 0 

2x" —x 

, (l - 4x).z + z 2 1 - 4x 1 2 

z + - -2-= 0 =+ z '+—5 -,z =- 5 -.z 

2x — x 2x — x 2x" — x 

Llegamos así a una ecuación diferencial de Bemoulli cuyas variables son x y z. 

2 . —2 t , 1 — 4x i 1 


Dividimos por z : z ,z'+ 


2x~ —x 


-.z = —- 


2 x 2 —x 


-1 -2 , , 
z = w => — z ,z= w 

z~ 2 .z' = —w' reempiazando 


-w'+ 


1 —4x 


1 


~.w = — 


w — 


l-4x 1 

- 2 - ' W = - 9 - 

2 x — x 2x — x 


2 x —x 2x“ —x 

Ahora debemos resolver la ecuación diferencial lineal. 


p ( x ) = ~ l 2* ’ 2( x ) = j4 — 

Ix — x 2x — x 

r (l-4x) 

u=e 1 2x 2 -x '' = e -ln(2x 2 -x) _ e ln[2x 2 -xY _ 1 


2 x 2 —x 
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v = 


[ ( 2x 2 - x). —j - .dx = [dx = x + C 

J 2x — x J 


=> w = z =■ 


2x 2 —x 


(x + C) 


Por lo tanto 


2x 2 —x 

z = - 

x + C 


que es la solución de la ecuación de Bemoulli. 


La solución de la ecuación de Riccati es: 


L = l + 


2x 2 —x 
x + C 


2 x 2 + C 
x + C 


Envolvente 


Dado una familia de curvas planas se dice que una curva es la envoivente de 
dicha familia si ocurre que en cada uno de sus puntos es tangente a una curva 
de la familia dada. 



Cálculo de la envolvente 

Dada una familia simplemente infinita de curvas (p{x, y, C) = 0 O para hallar 
la envolvente de dicha familia derivamos la ecuación O respecto del pará- 
metro C: tp c (x,y,C) = 0 ©. 

Entre O y © se elimina el parámetro C. Se llega así a una expresión del tipo 
F(x,y) = 0 , que es la ecuación de la envolvente. 
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Teorema de existencia de la envolvente 


Dada la familia de curvas <p(x,y,C) = 0, si en cada punto de estas curvas se 

<Px <P y 

<PxC (P'yc 


verifica que <p cc #0 y además 


* 0, entonces existe la envolvente 


F(x,y) = 0. 

Ejemplos 

a) y = (x — af , primero vemos si existe la envolvente verificando el teorema. 


<p(x, y, C) = y - (x - af = 0 

<p c = —2(x -a) , además 

<p c = — 2 * 0 


y'—2(x — a) 
2 


1 

0 


= - 2*0 


Se verifican las condiciones del teorema por lo tanto hay envolvente. 


Calculamos la envolvente: 


\ y = (x-af 
[o = — 2 (x — a) 


x - a = 0 /. y = 0 


b) (x — af + y 2 = 1, primero vemos si existe la envolvente verificando el teo- 
rema. 


<p(x,y,C)=(x — af + v 2 -1 = 0 

<p c = —2(x - a) , además 

<p c =—2*0 


2yy'—2(x—a) 2 y 
2 0 


= -4 v * 0 


Se verifican las condiciones del teorema por lo tanto 
hay envolvente. 


Calculamos la envolvente: 


[(. x-af + y 2 =1 
[o = — 2(jc - a) 
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=> x-a = 0 y 2 = 1. Las envolventes son: y= 1, y=-l 

Ecuaciones diferenciales de Clairaut 

Tienen la siguiente estructura: y = y’x + (p{y') 

Para resolver estas ecuaciones diferenciales se efectúan los siguientes pasos: 
Derivamos respecto de x: y' = y" x +y'+<p'(y').y" => 0 = y" x + (p'(y').y" 

0 = y" [x + (p' (v')], de donde surge que: 

a) y"= 0 => y'=C, reemplazando en la ecuación de Clairaut, se obtiene la 
solución general: y = Cx + (p(c), o sea y = Cx + K, que constituye una fami- 
lia de rectas. 

CLAIRAUT, Alexis Claude (1713-1765) 

Astrónomo y uno de los matemáticos más precoces de todos los tiempos. Se cuenta que a la 
edad de diez años ya leía los libros de Guillaume l'Hopital sobre cónicas y cálculo infinite- 
simal. Con tan sólo doce años de edad, Clairaut presentó una memoria sobre 
cuatro curvas de cuarto grado a la Academia de Ciencias de Paris, la cual, y 
tras haberse asegurado que era el autor verdadero, se deshizo en grandes elo- 
gios. Nació en París el 7 de mayo de 1713 y murió en la misma ciudad el 11 
de mayo de 1765. Su padre, Jean-Baptiste, era maestro de matemáticas de 
París y miembro de la Academia de Berlín, lo que acredita su calidad como 
matemático. Con sólo dieciocho años, en 1731, publicó la obra Investigacio- 
nes sobre las curvas con doble curvatura, gracias a la cual fue admitido en la Academia de 
Ciencias, aunque hubo de hacerse una excepción con él, ya que el reglamento exigía una 
edad mínima de veinte años. En 1734 estudió la ecuación diferencial que lleva su nombre. 



b) x + (p'(y') = 0 => x = —(p' (y'), reemplazando en la ecuación de Clairaut: 


y = -y'.(p'(y')+(p(y') 


Con ambas ecuaciones formamos un sistema de ecuaciones: 

{y = -y'.(p'(y')+(p(y') 

1 x = -<p'(y') 
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que son las ecuaciones paramétricas de una curva que satisface la ecuación 
diferencial pero que no es una recta, es decir que no satisface la solución ge- 
neral, sino que es una solución singular expresada en forma paramétrica, cuyo 
parámetro es y'. Estas ecuaciones diferenciales tienen solución singular. 

Propiedad : La solución singular de la ecuación de Clairaut es la envolvente 
de la solución general. 


Ejemplos 

1) y = y'x + y' 2 , derivamos: y' = y"x + y'+2y'.y" => 0 = y"(x + 2y') 

a) y"= 0 => y'=C :. y = Cx+C 2 S.G. 

b) x + 2y' = 0 => x = —2 y', reemplazando en la ecuación: y = -2y' 2 +y' 2 = -y' 2 


fx = -2 y' 

formamos el sistema <¡ ' ^ , es una solución singular en forma paramé- 

[y = -y' 

2 


trica. Pasamos a la forma cartesiana: y = - : —. 

4 

Verificamos ahora que esta fimción es la envolvente de la familia de funcio- 
nes y = Cx + C 2 . 


Derivamos respecto del parámetro C: 0 = x + 2C => C = ——. 


Reemplazando en la solución general: y = ——.x + 


r x ^ 2 


X 

T 


2) y = y'x + — derivamos: y' = y"x + y'-y' 2 .y" => 0 = y"(x-y' 2 ) 

y' 

a ) y" = 0 => y'=C :. y = Cx + ^ S.G. 

- 2-2 112 

b) x - y' = 0 => x = v' , reemplazando en la ecuación: v = — + — = — 

y' y' y' 
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formamos el sistema 


x = y 


7-2 


y : 


2 , es una solución singular en forma paramétri- 




ca. Pasamos a la forma cartesiana: x = 


2 




y 


=i4x. 


Verificamos ahora que esta función es la envolvente de la familia de funcio- 

nes y = Cx + —. 

C 

Derivamos respecto del parámetro: 0 = x- j =>C = —¡=. 

C V* 

Reemplazando en la solución general: y = —j=.x + 4x = \[x + yfx = 2y[x 


Observación : vemos que la solución general de la ecuación diferencial de 
Clairaut se obtiene reemplazando en la mismav' por C. 


Algunas aplicaciones de las ecuaciones diferenciales - 
Las trayectorias ortogonales 

Dos curvas son ortogonales si en un punto que pertenece a ambas sus rectas 
tangentes son perpendiculares entre sí. Si una curva es ortogonal a cada una 
de las curvas de una familia, se dice que es una trayectoria ortogonal de 
dicha familia. 

Si dos familias de curvas son tales que cada una de ellas es ortogonal a la 
otra familia, las familias son trayectorias mutuamente ortogonales. 

E1 cálculo de las trayectorias ortogonales correspondientes a una familia de 
curvas dadas requiere el planteo y resolución de ecuaciones diferenciales. 

Ejemplos 

C 

1) Sea la familia de curvas y = — , buscamos la familia de curvas ortogona- 

x 


les a la misma. 
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y= 


c 


x 


y- 


x.y 

x 2 



Como dos rectas son perpendiculares si sus 
pendientes son inversas y opuestas, reem- 

plazamos la pendiente v' por - —: 

/ 



-—=> y.dy = x.dx ^y.dy = Jjc. 


dx 




La familia de trayectorias ortogonales es: x 2 — y 2 = K 


Es decir que las trayectorias ortogonales son una familia de hipérbolas. 

2) Sea la familia de circunferencias x 2 + y 2 = C, buscamos la familia de 
curvas ortogonales a la misma. 

2x + 2 yy' = 0 => y' = — —. 

y 

reemplazamos la pendiente y’ por - —: 

y’ 

1 x dv dc rdv r dx . . _ 

-=-=^> — = ——= —=>lny = lnx + C 

y' y y x J y J x 

La familia de trayectorias ortogonales es: y = K.x 

Es decir que las trayectorias ortogonales son una familia de rectas que pasan 
por el origen de coordenadas. 
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E1 modelo de crecimiento-disminución exponencial 


Si consideramos el modelo de crecimiento exponencial, vemos que la pobla- 
ción crece según la ley: P{t) = C.a' , con a > 0. 

Si a > 1, el modelo es de crccimicnto exponencial y si u ~ 1 el modelo es de 
disminución exponencial. 


E1 modelo malthusiano J de crecimiento de una población supone que el cre- 
cimiento-disminución de la población es directamente proporcional a la 

dP 

misma. Tenemos entonces que en cada instante se verifíca que: -j- = k.P{t), 

donde k es una constante de proporcionalidad y P{t) es el tamaño de la po- 
blación en el instante t. 


dP 

De donde surge que = k.dt 




dt 


In P{t) = kt+ C, 


P(t) = e kl+C ' =C.e k ' =C.(e k )' =C.a' 


Ejempios 

1) La tasa de crecimiento natural de la población de una ciudad es directa- 
mente proporcional al número de habitantes. Si la población se duplica en 
60 años y si en 1970 era de 60.000 habitantes. Calcular la población para 
el año 2020. 

Si consideramos que para 1970, t = 0, 

P(60)=2P(0) 

£(0) = 60.000 = C => P(t) = 60.OOOa' 

P(60) = 60.000.a 6 ° =120.000 
a 60 = 2 a = 1,0116 

P(t) = 60.000.1,0116' P( 50) = 60.000.1,0116 50 = 106.805 



3 Nombre debido a Tomas Walter Malthus (1766-1834), científico británico que se dedicó al 
estudio del crecimiento de las poblaciones. 
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En el año 2020 habrá 106.805 habitantes. 

2) La tasa de crecimiento bacteriano en un cierto cultivo es directamente 
proporcional al número de bacterias presente y este número se duplica 
cada 20 minutos. Si al cabo de 1 hora hay 1.500.000 bacterias, ¿cuántas 
bacterias había inicialmente? 

P(t) = C.a' 

P(0) = C y P(20)=C.a 20 
P(20) = 2P(o) => Ca 20 = 2C 
;. a 20 = 2 => a = 1,035 

-10 |ü 10 20 30 40 50 60 70 

p(60)=c.i, 035 6 ° = 1.500.000 => c = i^oaooo = i9o_4oi 

1,035 60 

P(o) = 190.401 , es decir que inicialmente había 190.401 bacterias. 



3) Se descubre un cardumen cuya tasa de crecimiento natural es direc- 
tamente proporcional al número de peces. Inicialmente había 50.000 pe- 
ces, cinco años después había 75.000. Hallar cuántos peces habrá diez 
años después de descubierto el cardumen. 


La fúnción es P(t) = C.a 

100.000 

P (10; 112.111 

Si consideramos que para t= 0, 

75.000 


P(0)= 50.000 = C 

501M 


P(t) = 50.000.a 

25.(MK) 

r 


-2 

0 2 4 6 8 10 

P(5) = 50.000.a s =75.000 => a 5 = 1,5 

. 0 = 1,084 



P(t) = 50.000.1,084' P(10) = 50.000. l,084 lü = 112.011 


A los 10 años habrá 112.011 peces. 
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4) Se admimstra a una persona una medicación con una dosis de 100 müi- 
gramos. La cantidad de medicamento en la sangre disminuye en forma 
proporcional a la cantidad de medicación en la sangre. A1 cabo de 6 
horas, una muestra de sangre revela que la concentración en el organismo 
es de 40 miligramos, determinar en cuanto tiempo la presencia del fárma- 


co es de 20 miligramos. 

La función es P(t) = C.a 
Si consideramos que para t = 0, 

p(o) = ioo = c 

La función es P(t) = lOO.o' 

Si consideramos que para t = 6, 

£(6) = 100.a 6 =40 a 6 = 0,4 



P(t) = 100.0,858' 


20 = 100.0,858' => t = ,0g °’ 2 = 10,5 
log 0,858 


Luego de 10,5 horas de suministrado el medicamento habrá 20 miligramos 
en la sangre. 


La desintegración radiactiva 

La desintegración radiactiva se mide en términos de semividas, que es el 
número de años requerido para que la mitad de los átomos de una muestra 
radiactiva se desintegre. 

La razón de desintegración es proporcional a la masa. Este caso es de dis- 
minución exponencial. 

Ejemplos 

1) Si la semivida de un elemento radiactivo particular es de 25 años y la 
desintegración es proporcional a la masa, ¿Cuánto quedará de 1 gramo 15 
años después? 


Si llamamos y a la masa (en gramos), tenemos que y = C.a 
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v(o) = 1 e y{ 25) = 1/2 
y = C.a' => 1 = C.a° C = 1 
y = a', 0,5 = ¿r 5 => 

loga= log 0,5 =-0,012 .-. a = 0,973 
25 

y = 0,973' => j(l5) = 0,973 15 =0,66 
Por lo tanto después de 15 años quedan 0,66 gramos. 

2) Si la semivida de un elemento radiactivo particular es de 1900 años, y la 
desintegración es proporcional a la masa ¿Cuánto tardará en desaparecer 
el 95% de la cantidad inicial? 

Si Ilamamosy a la masa (en gramos), tenemos que y = C.a 
Llamamos m 0 a la cantidad inicial. 

y(o)=7?7 0 = C y (1.900) = ~ m o 

1 1.900 1.900 n c 

— m 0 =m 0 .a => a =0,5 

loga = ,OS 0,5 => a = 0,999635 

1.900 

0,05/77 o =m 0 . 0,999635' => t= /ogQ ’ 05 =8.206 

log 0,999635 



Por lo tanto después de 8.206 años queda el 5% de la masa inicial. 

Ley de enfriamiento de Newton 

La razón de cambio de la temperatura T=T(t) de un cuerpo con respecto al 
tiempo t es proporcional a la diferencia entre la temperatura A del medio 
ambiente y la temperatura T del cuerpo. 

Luego, si T=T(t) representa la temperatura de un cuerpo en el instante t, 
entonces la ecuación diferencial que modela esta situación es: 
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-- = k{A-T) 


Resolviendo queda: 




ln{A-T)=k.t + C 1 => A — T = e~ k,+c ' = C.a 


De donde: T{t)= A + Ca 


Ejentplos 


1) Si una torta sale del homo a una temperatura de 300°, después de dos 
minutos se encuentra a una temperatura de 200°, ¿cuanto tiempo más tar- 
dará en llegar a una temperatura de 100°, si se encuentra en una habita- 
ción cuya temperatura es 30 F? 

La función es T{t) = 30 + C.a' 

Sea T (0) = 300, sustituyendo en la ecuación, determinamos el valor de la 

constante C, 300 = 30 + C.a°, de donde surge que C = 270. 

Ahora calculamos la constante a. 

Como T (2) = 200, 200 = 30 + HO.a 2 , a 2 = 0,63 

Por lo tanto log a = ^ => ¿7 = 0,7937 

2 

Entonces la ley de enfriamiento de Newton es: 


T{t)= 30 + 270.0,7937'. Ahora buscamos tpara que T sea 100. 
100 = 30 + 270.0,7937' => 0,7937' = 0,26 


t = — 5 - 

log 0,7937 


Iog 0,26 


=> t = 5,83 minutos. 
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2) Si un objeto está en una habitación cuya temperatura constante es de 60°, 
después de diez minutos se enfría a 100° a 90°, ¿cuánto tiempo más tarda- 
rá en llegar a una temperatura de 80°? 

La función es T(í) = 60 + C.a 

Sea T (0) = 100, sustituyendo en la ecuación, determinamos el valor de la 
constante C, 100 = 60 + C.a°, de donde surge que C = 40. 

Ahora calculamos la constante a. 


Como T (10) = 90, 90 = 60 + 40.«°, a w = 0,15. 


Por lo tanto log a 


log 0,75 
10 


« = 0,9716. 


Entonces la ley de enfriamiento de Newton es: T(t) = 60 + 40.0,9716'. 
Ahora buscamos t para que T sea 80. 

80 = 60 + 40.0,9716' => 0,9716' = 0,5 

log 0,5 

t =- => t = 24,05 mmutos. 

log 0,9716 


E1 modelo del aprendizaje humano 

E1 aprendizaje humano es un proceso extremadamente complicado. La bio- 
logía y la química del aprendizaje están aún muy lejos de entenderse com- 
pletamente. Si bien los modelos simples del aprendizaje no abarcan esta 
complejidad, sí pueden dar los aspectos limitados del proceso. 

En este caso suponemos que la tasa a la cual un estudiante puede memorizar 
parte de una lista de n datos es proporcional a la cantidad de datos que le 

falta memorizar. Por lo tanto — = k.(n - y). 

dt 
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= dt In (n — y) = k.t 


n- y = e kJ => y(t) = n — a' K 


Donde y (t ) es la fracción de una lista de n datos ya memorizada en un ins- 
tante t, y K depende de las características de cada individuo. 

Ejemplo : un estudiante tiene 3 horas para presentarse a un examen y durante 
este tiempo tiene que memorizar 60 datos. Si el estudiante memoriza 15 da- 
tos en los primeros 20 minutos, ¿cuántos logrará memorizar en las 3 horas?, 
¿y en dos horas? 


y(t)= 60-a'K, y(0) = 0 = 60-a°K ^ K = 60 


y(t) = 60-a 60, 15 = 60 - a w ’60 => a = — 

64 



y( 2) = 60-.60 = 49,3 


Las líneas de campo de un campo vectorial en M 2 

Se denomina línea de campo de un campo vectorial f = (P;Q) a toda curva 



vector / es tangente a ella. 




Si desarrollamos el sistema de ecuaciones tenemos: 


dx _ P(x;y) _ dy _ Q(x;y) 
dy Q(x;y) dx P(x;y) 


jr p)x:y) 

jT Q(x:y) 
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Llegamos así a una ecuación diferencial de primer orden. La solución gene- 
ral de la misma constituye la expresión cartesiana de las líneas de campo. 

Ejemplos 

i) f{x;y) = (xy;-y 2 ) 

dv -v 2 dv dx . 

— = —— => — =- Iny =—Inx + C => xy = C 

dx xy y x 


Por lo tanto las líneas de campo son la familia de hipérbolas: xy = C. 


2 ) f{x;y) = {x + y;x 2 - y) 

— = —-— => {y — x 2 ).dx + (x + y).dy 

dx x l 

Es una ecuación diferencial exacta. 

U(x;y)= f{y-x 2 ).dx = yx~Y+a(y ) 

2 3 2 

U(x;y)= \(x + y).dy. = xy+ -— P(x) => U(x;y) = xy- — + — = C 

Obtenemos así la expresión cartesiana de las líneas de campo. 

En el capítulo siguiente veremos como se determinan las líneas de campo de 
un campo vectorial en M 3 como una aplicación de los sistemas de ecuaciones 
lineales. 
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Ejercicios Propuestos 


Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales 

Variables separables 

1) — = x 2) — = — 3 )y.y'=k 4) (l + .y 2 )j 3 .í/x + (l + y 2 \dy = 0 

dx dx x 

c\ - x x 2 

5) —+e -y = e .y 

ax 


6 ) e x .cosy.dx + (l + e x ) sen y.dy = 0 

7) (3 + x 2 \dy - Ixy.dx = 0 8) 3 y.(x 2 - 3x + 2 \.dy - — y 2 .dx = 0 

x 2 - 3 x + 2 j dx _ n m V 4 - 4 /-( 2 x + l) hallar la solución 

1 ' ■“>’ +" ~ 0 1 ü) y - / = 5 particular para 

V2 + 3/ 3 > ; v4x 2 +4x + l P 0 =(1;0) 


9) 


11 ) V/+ 2 J + 4 ..ve« x.í¿í: + (6 v + 6 ).cos 2 x.dy = 0 


Homogéneas 


dy 


1) j -x = 2xj.^-, hallar la solución particular para P 0 = (1;1) 
dx 


2) (x + v).r/x + x.dy = 0 
4) xy 2 .dy = [v 3 -3 x 3 \dx 
6 ) (x - _v).<7x + (+ + p)-<^J = 0 

8) (2x 2 + 2_p 2 )r/x — 4x 2 .d)i = 0 




10 ) 


v 

Lineales 


,dx — dy = 0 


3) (v + xy\dx - x 2 .dy = 0 
5) (y 2 -x 2 ).v'+2xv = 0 
7) (2x - 3 y).dx = (2 v + 3x).dy 

^ -x + Vx 2 +p 2 
dx v 

11) _v.r/x + if^fxy — x )¿/v = 0 


1) v'+ sen x.y = 3 sen x , hallar la solución particular para P 0 = ( +0 

2 3 

2) _v'+cosx._v = 3cosx 3) _v'-—,_v = 2x'-x +1 4) _v'+—._v = x“-x 

x x ' 

0 dy ^ o COS x ^ dy 2 v / , . v 3 ,, 2 x 

5)-1-senx._v = 2x.e 6)-= (x + l) 7) v +—- ,y = x 

dx " dx x +1 x +1 
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8 ) y'+ 5 v = e 


9) (x-\).y'+ y = x 2 -l 


10 ) y' = e x -y 


11) y'-y.tgx = -, hallar la S.P. para P 0 = (0;0) 

cosx 


Exactas 


1) (x + y).dx + (2 y + x).dy = 0 , hallar la S.P. para P 0 = (2; 1) 

2) (2x-y)+{\r-x).^- = 0 3 ) y'= 2x} 

ax 


2 2 

y — x 


4) (x 2 + v.e y \dx + (ixy + x)..e 2y .dy = 0 5) y _ A + 1 + ^ 

y-x + 3 


f V l 

6 ) e x +lny + — \.dx + 

\ x ) 


(x ^ 

— + In x + sen y 

\y j 


.dy = 0 


7) seny + (l + x.cosy).y' = 0 

8 ) (sen y + sen x. y).dx + (x. cos y - cos x).dy = 0, hallar la S.P. si P 0 = (/r; 


Factor integrante 

1) (x — 2 y 2 ).dx + 2xy.dv = 0 , hallar la solución particular para P 0 = (1 ;0) 

2) (x 2 + y 2 + xjdx + xv.dy = 0 3) 


f 3 'N 

2 xv + x 2 y + -— .dx + (x 2 +y 2 ).dy = 0 


4) 2x + y 2 + xyy ’ = 0 

Bernoulli 


5) {ixy + 2 v 2 Jdx + (x 2 + 2 xy).dy = 0 


x x 2 + 4 _ dy y _ _ 4 


1 )/+-= 2 

y y 


2) -— — = y lnx 3) xy'- y = y 
dx 3x 


1 


4) x 2 v'+ 2xv = y J 5) y'+-y = x J .y 4 

x 

7 ) y '+ v = XV 3 8 ) XV '+y = -xy 2 

10) x_v2 v = 4x 3 ^Jy 


6 ) y'+y.tgx = 


cos 2 X 


y 


9) xy'+ y = x 2 y 2 
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Reducibles a homogéneas 

1 )(—x + y — 3 ).dx + (x + y — 1 ).dy = 0 2) (x — 2 y + 5 ).dx + (2x — y + 4 ).dy = 0 

3) (4x + 3y +1 ).dx + (3x + 2 y +1 ).dy = 0 4) (3x + 3 y — 1 ).dx + (x + y +1 ).dy = 0 

5)(2x — 5y + 3).dx — (5x — \2y + %).dy = 0 6 )v = A + ~ 1 —— 

x — y — 1 

Ricatti 

1 ) y'—xy 2 + 2x 2 _v — 2x — x 3 — 1 = 0 , y p = x 

2 ) _v'- 2 x 2 - x _1 y + 2 v 2 = 0 , y p = x 

3) _v-6-i8x- y + —y -v,y p = 3 x 

XX 

Clairaut (calcular la S.G. y la S.S.) 

X)y = y'x + lny' 2)y = y'x + y' 3 3)y = y'x-e y 4) y = y'(x-5)+y' 2 


Generales 


1) _v'+2xy = 4x 


2 ) x .dy + xy.dx = 8 x 2 .cos 2 x.dx 


3) 


x 2 +x -2 
3x-2 


.dy + 


sl^y 2 - 6 y 


y -1 


.dx = 0 4) 


y 


-+ - , 

V X COS X 


,dx +1 —^tgx 

y 


,dy = 0 


5) — = 
dx 


i+r 


ln(x 2 +l) 

6 )y'=- 1 1 


(l + x 2 ) xy y 

7) x.dy + v.dx = sen x.dx 8) ilxy.e x — 2 x)í/x + e x .dy = 0 

9) (3 + y 2 .cos x\dx + 2y.senx.dy = 0 10) ílxy 2 yUxjdxy 2x 2 y.dy = 0 


11 ) —~6y = x 
dx 


12 ) —+ 2 y = e 
dx 


13) (y + xy° )c/x — x.dy = 0 
15) (— x — 2y — 1 ).dx + (2x + 4 y + 3 ).dy = 0 


hallar la solución 
particular para 
Po=(0;2) 

14) (x 4 + t ^ 4 ).í/x — xy 3 .dy = 0 
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Trayectorias ortogonales 

a ) y 4 =Cx b) x + 2y — C c) (x — l) 2 +(y — l) 2 = C 


Problemas 

1) Calcular mediante una integral doble el área de la región plana del 1° cua- 
drante limitada y = 4x, 2y = 3x e y = f(x) si esta última es la solución 
particular de la ecuación x.y'+v = 2 que pasa por P 0 = (1;4). 

2) Calcular el área de la región plana limitada por la curva solución de la 
ecuación x.y' = y + x 2 que pasa por (2;4) y la recta de ecuación x + y = 6. 

3) Analice los puntos críticos de/ (x, y) si V/= (h(x) + 6xy - 2y - 3; 3x - 2x - 1 ), 

W 3 

donde/?es la solución particular de — + — = -x~\h que pasa por ( 1 ; 15). 

2 x 

4) Dada/ (x, y) = 2y.h(x) con h(x) derivable, determine el valor y la dirección 
de derivada direccional máxima de f(x,y) en ( 1 ; 2 ) si h(x) es la solución de 
xh'-( 1 + 3 x).h = 0 , con h ( 1 ) = e . 

5) Si y = f(x) es la S. P. de y'+y = x 2 +1 que pasa por P 0 = (1 ;2), hallar el 
punto más cercano de la gráfica de la misma a Pi = ( 1 ; 1 ). 

6 ) Dada f(x;y) = (y.g(x);y 2 —g(x) + x 2 ), hallar g(jc) para que / tenga 
matriz jacobiana simétrica si f (0;2) = (2; 3). 

7) Calcular el área de la superficie S de ecuación y = /(x) conO < z < 1 y 
x < 1 siy es la solución particular de y'+ y = x 2 +2x que pasa por ( 0 ; 0 ). 

8 ) Calcular la circulación de f (x; y) = (y-x;2x 2 ) desde (1; 1) a (0;-4) con 
a lo largo de la curva la solución particular de xy'-2y = 8 que pasa por 
dichos puntos. 

9) A1 sacar una torta del homo, su temperatura es de 180 °C. Después de 3 
minutos, su temperatura es de 120 °C. ¿En cuánto tiempo se enfriará hasta 
la temperatura ambiente de 22 °C? 
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Respuestas 

Variables separables 


1) i’ — ——b C 2) y = C.x 3) — = k.x + C 4)— j-lny = x + — + C 
2 2 2 v 3 

5) In -—- = e x +C 6) (l + e x ).C = cos y 7) y = (3 + x 2 ).C 

y 

x — 2 


8 ) /n^—=- = - 3 Jl-y 2 +C 

x — 1 

10) ^-arcse«y = x + C S.P.: -^-arcsen v = x —1 

11) sec x + C = -6-Jy 2 + 2y + 4 

Homogéneas 


9) y¡2 + 3y 2 + C = —in ——j 


1) x~\C = 


(¿ 

yX; 


3) In (jc.C) = —— 


1 


6 ) —In 
2 


r _.\ 2 

y_ 

+ 1 

V*, 



+ 1 S.P.: x _1 .2 = 


r/ 


+ 1 2)x~\C = h + 2- 

x 


4 ) / =-9x\In x + Cx 5 5) 


y 


2 . 2 
y +x 


= C 


+ arc tg 


— = —In x + C 7) x.C = 


( 2 , V 

yl X J 


8 ) In x = ——+ C 9) x.C = ^jx 1 + y 2 
y — x 


— x 10) In x = —e x + C 


11) I— + Iny = C 


Lineales 


i \ cos x I o —cos x . /~i\. o r> cos x I o — cos x ^ 1 

1 )y = e \3e + CJ; S.P. y-e [3e -3) 
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2) y = e~ se ' 

4) y = x~ 3 

7) y = (x 2 + lY 


(3 e senx +c) 

3) y = x° í2x — In x — — + C 


l x J 


í 6 5 'n 

^-^ + C 
6 5 


f 4 2 \ 

— + — + C 
4 2 

V H ^ y 


5) v = e cosx [x + c) 6 ) y = (x + 1)" 

í „io.i A 


8 ) y = e 


-5 x 


10 


+c 


9 )y = 


f v 2 

— + X + C 

v 2 y 

x 3 - 3x + C 


3(jc — l) 


10) y = -e x + C.e~ 
2 


11) y 


= —^—(x + C) S.P.: y = - 


COS X 


COS X 


Exactas 

2 3 

1) xy + x 2 + y 2 =C, S.P.: xy + ^- + y 2 = 5 2) xy — x 2 + — = C 


3 3 

2 , y ~ .. x 


3) — x 2 y + = C 4) + x_y.e 91 = C 5) x’ +2xy — y 2 +2x — = C 


6 ) x.In y + y.ln x + e x — cos y = C 


8 ) x.sen y - y.cos x = C ; S.P.: x.sen y-y.cos x = — 


7) x.sen y + y = C 
3 n 


Factor integrante 

r 4 r 2 v 2 r 3 

1)—x + y x =C, S.P.: -x + y x = —1 2)- 1 - 1 -= C 

4 2 3 


.3 


3) x 2 e x y + e x = C 4) — = C 5) x 3 y + x 2 y 2 = C 


Bernoulli 


1) / = 3x“ 3 


4 r 6 > 

: —l- x 4 + C 


V 


2) y~ 3 = -3 


/ 


—ln x -l-Cx 1 


3) jy -2 = C.x~ 2 -1 4 )y~ 2 = — + C.x 4 5) y~ 3 = x 3 (-3x + C) 

5x 

6) y 2 =2cos 2 x.(x + C) 7) v -2 =x + ^ + C.e 2x 8) j' 1 =x.(ln x + C) 
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9 )y = 


1 

Cx-x 2 


10) y = [x 3 +Cx) 


Reducibles a homogéneas 


1) y 2 + 2 xy — x 2 — 6x — 2y = C 
3) y 2 + 3 xy + 2x 2 + y + x = C 

5) x 2 - 5 xy + 6y 2 + 3x -8y + 2 = C 

Ricatti 


2) (x + y -1 ) 3 =(y-x- 3).C 
4) C = 3x + y + 2ln |x + y - 1| 

6) —— = ln\x + y — 3\ + C 
x + y-3 


1 ) y = x + 


2 

C-x 2 


2 ) y = x + 


2x 

1 + Ce 2 * 1 


3) y = 3x + 


1 

2 + Cx 


Clairaut 

1) y = x.C + ln C , S.S.: y = —[l + /«(—jc)] 

2) y = x.C + C 3 , S.S.: 27/+4x 3 =0 

3) y = x.C—e c , S.S.: y = -x.(ln x + 1) 

4) y = C(x-5)+C 2 , S.S.: y = - ^ x ~ 5 ^ 


Generaies 

1) y = e~ xl (2e xl + c), lineal, y V.S. 

2 ) y = x~ l ( 2.x 2 + 2xsen 2x + cos 2x + c), lineal 

3) ^ln (x —1) + j/« (x + 2) + ln C = — ^3 y 2 - 6y , V.S. 

4) lnx + y.tgx + lny = C , exacta 5) (l + v 2 )(jt 2 +l)= x 2 C, V.S. 

4 

6 ) x.In (l + x 2 )-2x + 2arctg x + C = , V.S. 

7) y = x~ l (- cos x + C), lineal y exacta 8 ) y.e~ x -x 1 = C , exacta y lineal 
9) 3x + y 2 .sen x = C. exacta, Bemoulli 10) x 3 v 2 + 2x 4 = C, F.I., Bemoulli 
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11) y = ————+ e 6 '.C, lineal 

6 36 

12 ) y = e~ 2x (e' + c), lineal; S.P.: y = e~ 2 x (e x + l) 

2 ,4 

13) - + — = C, F.I., Bemoulli 14) Inx-^ = C , F.l. 

v 2 4x 

15) In |4x + 8 >’ + 5| + 8 _y — 4x = C, red. a V.S. 

Trayectorias ortogonales 

2 

a) 2 x 2 +y = C b) y = 2x + C c) y-l = C.(x-l) 

Problemas 

125 

1) A = 1 + 27/72, 2) A =- 

6 

3) No hay extremos, (1, -3) y (-1/3, 39) son puntos de ensilladura 

4) /- mdx = 2^Í65e 2 en la dirección y sentido v = ( 8 /l) 

5) P = ( 1 ; 2 ) 6 ) g(x) = 2x + e~ x -2 7)A=V2 8) f f(x).dx = -— 

jc 5 

9) A los 50 minutos la temperatura es T = 22,05 °C 




Capítulo 14 


Ecuaciones 
diferenciales de 
2° orden y orden superior 

Enunciado de las condiciones de existencia y 
unicidad de la solución. 

Ecuaciones diferenciales homogéneas con 
coeficientes constantes: ecuación 
característica, distintos casos. 

Ecuaciones diferenciales no homogéneas: 
distintos métodos. 

Sistemas de ecuaciones diferenciales. 

Líneas de campo en m 3 . 
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Ecuaciones Diferenciales de 2° Orden 

Si en la ecuación diferencial la derivada de mayor orden que aparece involu- 
crada es la derivada segunda, estamos en presencia de una ecuación diferen- 
cial de 2° orden. Su expresión general es y"= f{x;y;y'). 

Si el exponente de la derivada 2° es 1, la ecuación diferencial es lineal. Si 
además los coeficientes de las derivadas que aparecen involucradas son 
constantes tenemos las ecuaciones diferenciales lineales de 2° orden con 
coeficientes constantes, que son las que analizamos en este texto. 

Dicha ecuación diferencial tiene la siguiente expresión general: 

a 2 .y" + a v y + a 0 y = F(x) con a 2 + 0 

Si en dicha expresión general +(x)=0, la ecuación diferencial se denomina 
homogénea. 

ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE 2" ORDEN CON COEFICIENTES 
CONSTANTES HOMOGÉNEAS 

a 2 .y" + a¡.y'+ a 0 y = 0 cona 2 +0 (1) 

Vemos como se obtiene la solución ge- 
neral de este tipo de ecuaciones diferen- 
ciales. Si y¡ e v 2 son soluciones particula- 
res lineaimente independientes (y 2 ^ 

Ui J 

de (1) cntonccs y = C\y\ + C 2 yy tam- 
bién es solución. 


WRONSKI, Joseph (1778-1853): 
Matemático polaco que 
escribió sobre la filo- 
sofía de la matemáti- 
ca. Nació con el nom- 
bre de Hoené pero a- 
doptó el nombre de 
Wronski cuando se 
casó en 1810. 

Es conocido entre otros 
terminantes llamados wronskianos. 



temas por sus de- 


Dem: Si y = Qyi + C 2 y 2 => y = C¡y¡ + C 2 y' e y" = C¡y" 2 + C 2 y" 2 
Por lo tanto, reemplazando en (1) 
a i-\-'\y\ +C 2 y 2 )+a¡{c¡y¡ + C 2 y 2 ) + a o-(C¡y¡ +C 2 y 2 ) — 0 
Aplicando propiedad distributiva y agrupando queda: 
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C|.(a 2 _y, +a 1 > , 1 +a 0 jj)+ C 2 .(a 2 .y 2 +a iJ ; 2 +fl oJ ; 2 ) = 0 porque cada paréntesis es 
0 por ser vi ey 2 soluciones particulares de (1). 

Además puede probarse que si 


W(x)= 


yi y2 

y[ y'i 


^ 0 => y = Q v,+ C 2 y 2 


es la solución general. 


Este determinante se denomina wronskiano por el matemático polaco Jo- 
seph Wronski. 


E1 problema es encontrar v>i e y 2 . 
D'Alembert propuso como solu- 
ción particular a y = e rx . Debe- 
mos determinar cuánto vale r. 

De lo visto surge que y'=re rx 
ey" = r 2 e rx . Si_v = e rx es una so- 
lución particular, debe satisfacer 
la ecuación diferencial, por lo 
tanto, reemplazando en la ecua- 
ción diferencial queda: 

a 2 r 2 e rx + a x ré x + a 0 e rx = 0 

Sacando factor común queda: 

e rx . (a 2 r~ + a 2 r + aj) = 0 . 


D’ALEMBERT, Juan Le Rond (1717-1783): 

científico, filósofo y literato francés que nació y 
murió en París, es quién fonnula por primera 
vez el Teorema Fundamental del Algebra de- 
mostrado posteriormente por 
Gauss. Su nombre proviene 
del nombre de una iglesia 
(Saint Jean le Rond) en las 
gradas de la cual se había 
descubierto un niño aban- 
donado por su madre, una 
aristócrata dama de la cual 
era hijo natural. Es el conti- 
nuador directo de las ideas de Leibniz y Newton. 
Ingresó a la Academia de Ciencias de París en 
1741 y poco después a la de Berlín. Dio un pa- 
so muy importante en el campo de la teoría de 
las funciones al aclarar que el argumento y los 
valores de una función pueden ser reales o 
complejos. 



Esta ecuación vale cero, para los valores para los cuales a 2 r 2 + a 2 r + a ü = 0 . 

La ecuación a 2 r 2 + aj- + « 0 = 0 recibe el nombre de ecuación característica 
asociada a la ecuación diferencial. 
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Si llamamos r\ y r 2 a las raíces de la ecuación característica queda: y x = e r i x 

e y 2 = e r 2 x , que son las soluciones particulares que estamos buscando. De- 
bemos ver ahora que ocurre con el determinante, si éste no se anula habre- 
mos obtenido la solución general de la ecuación diferencial. 





) * 0 => r i * r 2 


Por lo tanto si las raíces de la ecuación característica son distintas la solución 
general es: 



Caso en el que r t = r 2 

Analicemos el caso en que r 2 = r 2 . En este caso las soluciones no son lineal- 
mente independientes, no se cumple que el determinante es no nulo. Debe- 
mos buscar otras soluciones particulares de la ecuación diferencial. 

Probamos ahora con y¡ = e' x e y 2 = x. e r ' x . Debemos primero probar que 
y = x. e r,x es solución de la ecuación diferencial y luego que el determinante 
es + 0 . 



a 2 r\ + a\r\ + ao = 0 porque r\ es raíz de la ecuación característica. 
2a 2 r\+a\=0 porque r x es raíz doble de la ecuación característica 



2 a 2 


Veremos ahora que el determinante no se anula. 
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,, r,x v , ,! r,x _ „ c,x v _ r,x i „ r ,jc v 

y x -e' => J1 - 7 1 e e - x. e 1 => j 2 - e + r x x. e 1 => 


W{x)= 


r,x 

x.e 1 


r,x r. x i r,x 

r \ e e ' +r,x.e 


— 2r,jr_i_ 2r,x . 2r,x — 2r,x , A 

—e +e r¡x — xTjg 1 —g 1 


=> = Q e r ' x + C 2 x. e'' lX es la solución general. 

Caso en el que ri y r 2 son complejas 

Si bien este caso está incluido en el caso en el cual r\ + r 2 , conviene expresar 
la solución en su forma aparentemente real. 

Si ri = a + bi, debe ser r 2 = a - bi, por ser las raíces complejas conjugadas. La 
solución general es: 

y = c/ a+bi)x + C 2 e^ a - bi)x 

í e b,x = cos {bx) + i.sen {bx) 

Si utilizamos las fórmulas de Euler: < la solución 

[, e~ b,x = cos {bx)-i.sen {bx) 

general queda: y = C\e ax . e b,x +C 2 e ax . e~ blx , por lo tanto 

y = e ax . [C, {cos {bx) + i sen {bx)) + C 2 {cos {bx)~ i sen (¿x))] 
y = e ax . [(Cj +C 2 ).cos {bx)+i ,(C¡ -C 2 ).sen (óx)] 

Si hacemos C\ + C 2 = K\ e z.(Ci - C 2 ) = K 2 , queda: 

y = e ax . [C, cos ibx) + K 2 sen {bx)], que es la solución general, en este caso 

(llamada solución aparentemente real). 

Ejemplos 

a)y” -4y’ + 3y = 0 

Obtenemos la ecuación característica: r 2 - 4r + 3 = 0 => ri = 3 y r 2 = 1, por lo 
tanto la solución general es: y = C¡ e 2x + C 2 e x . 
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b)y"-4y' + 4y = 0 


Obtenemos la ecuación característica: r 2 - 4r + 4 = 0 => r\ = 2 y r 2 = 2, por lo 
tanto la solución general es: y = Cje 2 v + C 2 x. e 2x 


c)y" + 4y = 0 

Obtenemos la ecuación característica: r + 4 = 0 => r\ = 2i y r 2 = -2i, por lo 
tanto la solución general cs: y = Kfos (2 x)+ K 2 sen (ix) 

¿Cómo se obtienen las soluciones particulares? 

En este caso vimos que la solución general tiene dos constantes C\ y Cj. De- 
bemos recordar un teorema debido a Cauchy que expresa que dado un punto 
P 0 = (x 0 ;y 0 ) del plano y una pendiente en dicho punto y ’ (x 0 ), de las doblemen- 
te infinitas curvas que componen la solución general una sola pasa por ese 
punto y tiene esa pendiente. Es decir que prefijados el punto y la pendiente, 
quedan determinados C\ y C^. 

Por lo tanto para obtener la solución particular de una ecuación diferencial 
de 2° orden debemos fijar el punto y la pendiente. 

Ejemplo 

Del ejemplo a) visto anteriormente busquemos la solución particular que pa- 
sapor P 0 = (0;0) y tal que y'(o) = l. La solución general es: 

y = C¡e 3x + C 2 e x . 

Con las dos condiciones formamos un sistema de ecuaciones, la primera 
ecuación surge de reemplazar en la solución general y la segunda de reem- 
plazar en la derivada de la solución general. 

ÍCi+C 2 = 0 r=— r =~— 

[ 3C, +C 2 = 1 1 2 J 2 2 

1 3 1 

Por lo tanto la solución particular es: y =—e — — e x 
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ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE 2" ORDEN CON COEFICIENTES 
CONSTANTES NO HOMOGÉNEAS 

En este caso F (x) + 0, tienen la siguiente forma: 

a 2 y"+a l y'+a 0 y = F (x) F (x) + 0 y con a 2 +0 

La solución general de este tipo de ecuaciones diferenciales es igual a ia su- 
ma de Ia soiución general de la ecuación diferencial homogénea asociada y 
de una solución particular de la ecuación diferencial no homogénea. 

Demostración 

Si llamamos y¡, a la solución general de la ecuación diferencial homogénea 
asociada c y p a la solución particular, tenemos que la solución general de la 
ecuación diferencial no homogénea cs >’ = y h + y p . 

Demostraremos que satisface la ecuación diferencial: 

a i -(yi + y" P ) +a i-{y'h + y' P ) +a o{v h + y P ) =F (x)^ 

( a i y" h + a \y'h+ a o y h ) + ( a i y" P + a \y' P +a oy)=^ +F ( x )= F ( x ) 

Vemos que el primer paréntesis es 0 por ser solución de la ecuación diferen- 
cial homogénea y el segundo paréntesis es F(x) por scrjy una solución parti- 
cular. 

E1 problema que se presenta para resolver estas ecuaciones diferenciales es en- 
contrar la solución particular (yf). Esta solución particular depende de F(x). 
Para distintas formas de F(x) probaremos distintas soluciones particulares. 

Veremos algunos casos que se pueden aplicar cuando las F(x) son funciones 
de los siguientes tipos: polinómicas, exponenciales de la forma e o trigono- 
métricas del tipo sen x, cos x. Esto se debe a que las derivadas de este tipo de 
funciones son funciones del mismo tipo. Hay varios métodos para obtcncrjy. 
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MÉTODOS PARA HALLAR Yp 

Analizamos en primer lugar el método de los coeficientes indeterminados. 

A) Método de los coeficientes indeterminados 

Ejemplos: Si F(x) es: 

a) un polinomio de grado n, y p es un polinomio del mismo gra- 
do completo. Las incógnitas son los coeficientes del polino- 
mio. 

b) Si F(x) es del tipo A.e , y p tiene la forma a.e bx , donde la in- 
cógnita es a. 

c) Si F(x) = m.sen (nx), o F(x) = r.cos (nx), o 

F(x ) = m.sen (nx) + r.cos (nx), 
y p = a .sen (nx) + [3 .cos (nx), las incógnitas son a y f. 

d) Si F(x) fuese una combinación lineal de los casos anteriores, 
la solución particular es una combinación lineal de las solu- 
ciones particulares vistas. 

Planteada la forma genérica de y p , debemos encontrar los coeficientes. 

Nota importante: los términos de y p deben ser iineaimente independientes 

con los términos de y^. Si no fuese así esos términos deben, como ya vimos, 

multiplicarse por x hasta que se obtenga la independencia lineal. 

Ejempios 

a) y"+2y'-3,y = 6 

Primero resolvemos la ecuación diferencial homogénea asociada: y "+2 y - 3y=0. 

Obtenemos la ecuación característica: r 2 +2r -3 = 0 => r\ = -3 y r 2 = 1. La so- 

lución de la ecuación diferencial homogénea es: y h = C ie~ 3x + C 2 e x . 

Buscamos ahora la solución particular, y p debe ser un polinomio grado 0 :(y = k). 

y P = k => y’ p = 0 y" p = 0 
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Por ser una solución particular de la ecuación diferencial debe satisfacer la 
misma, por lo tanto: 

0 + 2.0 - 3k= 6 => k = — 2 y p = — 2 => y = C\e~ 3 ' + Cjd 1 — 2 


b) y" — y'-6y = 2x 2 —3x 

Primeroresolvemoslaecuacióndiferencial homogcnca asociada: y " — y'—6y = 0 . 
Obtenemos la ecuación característica: r 2 - r - 6 = 0 => r\ = 3 y r 2 = - 2. La 
solución de la ecuación diferencial homogénea es: y h = C\e x + Cpe 2x . 

Buscamos ahora la solución particular, y p debe ser un polinomio completo de 
2° grado. Debemos encontrar los coeficientes. 

v p = Ax 2 + Bx+ C 
v'p = 2^4x + B 
y"p=2A 

Por ser una solución particular de la ecuación diferencial debe satisfacer la 
misma, por lo tanto: 2 A - 2Ax - B - 6Ax 2 - 6 Bx - 6C = 2x 2 -3x, 


-6A = 2 

„ , , 1 n 11 ^ 23 1 2 11 23 

{ — 2A — 6B = —3 => A= —, B= —, C = -.'. y = — x 2 +— x - 

3 18 108 p 3 18 108 

2A - B - 6C =0 


y = C ie 3x +C 


2 e 


-2x 


1 2 11 23 

- X + — x- 

3 18 108 


c) y "-6 y + 9 v = cos x 


Primero resolvemos la ecuación diferencial homogénea asociada: 

y"-6y+9y =0 

Obtenemos la ecuación característica: r - 6/H-9 = 0 => ri=3 y r 2 = 3. La so- 
lución de la ecuación diferencial homogénea es: V/, =C\e x + Cix.e x . 


Buscamos ahora la solución particular, y p debe ser de la forma: y p = a.sen x+ 
+ fi.cos x. Debemos encontrar los coeficientes a y B. 

y p = a.senx + íi.cosx y' p = a.cos x - íi.sen x y" p = - a.sen x - íi.cos x 
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Por ser una solución particular de la ecuación diferencial debe satisfacer la 
misma, por lo tanto: 

- a.sen x - B .cos x - 6a.cos x + 6B .sen x + 9a.sen x + 9B .cos x = cos x 
(8a + 6B). sen x + (8B - 6a). cos x = cos x 


Í8/i —6a = 1 

[ 6 ^+ 8 « = 0 


=> a = — 


50’ 


P = 


2 . 3 2 

— . La v =- senx+—cosx 

25 p 50 25 

/'i 3x . —3x 3 2 

=> y=C,e +C-,x.e - sen x+—cosx 

50 25 


d) y"-y'-2y = 4e ix +2x 


Primero resolvemos la ecuación diferencial homogénea asociada: y" - y — 2 y=0. 

Obtenemos la ecuación característica: r 2 - r - 2 = 0 => r\ = 2 y r 2 = -1. La so- 
lución de la ecuación diferencial homogénea es: y h = C,e 2x + C 2 e~ x . 

Buscamos ahora la solución particular, y p debe ser una combinación entre 
una exponencial y un polinomio completo de 1° grado. Debemos encontrar 
los coefícientes. 

y p = a.e ix +Ax + B => y' p = 3a.e ll +A y” p = 9a.e x 

Por ser una solución particular de la ecuación diferencial debe satisfacer la 
misma, por lo tanto: 9 a.e 2x -3 a.e 2x - A-2a.e ix -2A-2B = 4e 3x + 2x 


4 a = 4 

< -2A = 2 ^a=l,A=-l,B=- 

2 

-A -2B =0 




y= C x e 2x +C 2 e~ x + e 3x 



Caso en que algún término de y p no es linealmente independiente con y h 

y"+y — 2y = 3e x 


Primero resolvemos la ecuación diferencial homogénea asociada: y"+y - 2y = 0. 
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Obtenemos la ecuación característica: r 2 + r - 2 = 0 => r¡= -2 y r 2 = 1. La so- 
lución de la ecuación diferencial homogénea es :y h = C\e~ lx +C 2 e . 

Buscamos ahora la solución particular, y p debe ser una función exponencial de 
la forma ae x multiplicada por x (ax.e x ) porque e x forma parte dc > 7 ,y por lo tanto 
no se respeta la independencia lineal. Debemos encontrar el coeficiente a. 

y p = a.x.e x => y p = a.[e x + x.e x ) => y p = a.(e x + e + x.e x ) => 3a.e x = 3e x 
a = 1 => y = C¡e~ 2 ' + C 2 e x + x.e x 

Si no hubiésemos multiplicado por x hubiera ocurrido lo siguiente: y p = a.e 
=> y = y = a.e' + a.e x - 2 a.e x = 3e x :. 0 = 3e x . Llegamos a un absurdo. 

Por eso siempre que en la solución particular aparezca una solución que no 
sea linealmente independiente con una que ya apareció en y h , la solución 
debe multiplicarse por x. 

B) Método de las partes variables 

E1 método consiste en trabajar con las llamadas partes variables de F(x). 

Parte variable 

Dada una función se llama parte variabie a la parte que depende de la varia- 
ble (no se tienen en cuenta los coeficientes). Por ejemplo, si F(x) = 3x 2 , la 
p.v. es x 2 , si F(x) = 4cos x + 3e x , las p.v. son cos x y e x . Si F(x) = C, la p.v 
se puede pensar como x° =1. 

Dada una F(x) hallamos sus derivadas sucesivas hasta que observemos que 
en sus términos no aparecen nuevas partes variables. 

Por ej emplo: F(x) =x 2 + cos x 
F’(x) = 2x — sen x 
F" (x) = 2- cos x 
F’"(x) = senx 

Por el primer término (x 2 ) las p.v. son (x 2 , x, 1), por el segundo término (cos x), 
las p.v. son (cos x, sen x). Por lo tanto las p.v. de F(x) son (x, x, 1, cos x, sen x). 
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Si G(x) = x-cos x + sen x 
G' (x) = 1 + sen x + cos x 
G" (x) = cos x - sen x 

Por el primer término (x) las p.v. son (x,l), por el segundo término (cos x), 
las p.v. son ( cos x, sen x) y por el tercer término las p.v. son (sen x, cos x). 
Por lo tanto las p.v. de F(x) son (x, 1, cosx, sen x). Si algún término se repite 
en las p.v. de distintas funciones, se considera una sola vez. 

Determinación de y p 

Para determinar y p hay que tener en cuenta la función F(x) que figura en el 
segundo miembro de la ecuación diferencial. De esa función se calculan sus 
partes variables para cada término. Una vez determinados estos grupos se hace 
el siguiente análisis: se observa la expresión de la solución de la ecuación ho- 
mogénea asociada y si las partes variables de los términos de ésta se repiten en 
algún grupo de las partes variables de F(x), se debe multiplicar por x cada tér- 
mino de este grupo. Si en el nuevo grupo así formado se vuelve a repetir una 
parte variable de la homogénea, se vuelve a multiplicar todo el grupo por x y 
así sucesivamente hasta que no se repitan las partes variables. 

En los grupos así formados no deben haber partes variables que se repitan, si 
así ocurriera se consideran una sola vez. 

Una vez determinadas todas las partes variables, la y p es una combinación 
lineal de ellas. Una vez determinada y p se procede igual que en el método 
visto anteriormente. 

Ejemplos : a) y"-5y'+6y = 2x 2 

Primero calculamos ví,: r 2 -5r + 6 = 0 => r x = 3, r 2 =2. y h = Ci.e 3x + C 2 .e 2x . 
Calculamos ahora las p.v. de F(x): F(x) = 2x 2 , F’(x)= 4x, F"(x)= 4, las 
p.v. (2x 2 ) = (x 2 ; x ;1). 

Como no se repiten con las p.v. de y h (e 3x , e 2x ), entonces y p = Ax 2 + Bx + C. 
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b) y+4v'= x + 3 


Primero calculamos jh: r 2 + 4r = 0 => r, = 0, r 2 =-4 =+ >’ h = C\ + C 2 .e~ 4x 
Calculamos ahora las p.v. de F(x): F(x) =x + 3 ,F'(x) = 1, las p.v.(x) = (x;l), 
las p.v.(3) = 1. 

Vemos que se repite x (C\ y 1). Debemos multiplicar todo el grupo (x;l) por 
x, nos queda el nuevo grupo (x 2 , x) y el grupo (1) también por x, nos queda el 
nuevo grupo (x). Ahora no hay repetición entre las p.v. de la solución de la 
homogénea y estos nuevos grupos. Finalmente las p.v. de F(x) quedan: 
(x 2 ;x). La x está en ambos grupos, la consideramos una sola vez. 

Entonces y v = Ax 2 + Bx. 

c) y"—y = e x .senx 

Primero calculamos y h : r 2 - 1 = 0 => r x = 1, r 2 = -1. >’ h = C)e x +C 2 e~\ 
Calculamos ahora las p.v. de F(x): F(x) = e.sen x, F'(x)= e x .sen x + e x .cos x, 
F"(x) = e x .sen x + e x .cos x + e x .cos x - e x .sen x, las p.v. (e x .sen x) = (e x .sen x; 
e.cos x). 

Vemos que no se repiten las partes variables del grupo con las que aparecen 
en la solución de la homogénea (e x ;e~ x ), por lo tanto las p.v. de F(x) quedan: 
(e .sen x; e x .cos x). Entonces y p = Ae x .sen x + Be x .cos x. 

C) Método Variación de Parámetros de Lagrange 1 

Se trata de un método para resolver ecuaciones diferenciales lineales de ené- 
simo orden. Comenzaremos estudiando el método para ecuaciones de según- 
do orden y lo generalizaremos. 

Consideremos la siguiente ecuación diferencial de segundo orden: 
a(x)y"+b(x)y'+c(x)y = g(x) con a(x) + 0 


1 Tema desarrollado por Pablo Caviezel, docente de Análisis Matemático II de la Facultad de 

Ciencias Económicas de la UBA. 
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La superioridad de este método con respecto a los métodos vistos anterior- 
mente radica en dos puntos fundamentales: 

• No es necesario que la ecuación tenga coeficientes constantes. 

• g(v)puede ser cualquier función que dependa de x, no debiendo necesa- 
riamente limitarse a polinomios, exponenciales o trigonométricas. 

En el caso en que a(x) = 0, la ecuación diferencial es de primer orden, li- 
neal, y el método aprendido para estas ecuaciones es justamente éste. 

Por simplicidad de notación, reduciremos los coeficientes de la ecuación a 
letras simbólicas, entendiéndose que pueden ser funciones en x. Así, tene- 
mos: 

ay" + by + cy = g(x) 

Para resolverla, resolvemos por algún método conocido la ecuación diferencial 
homogénea asociada: ay'' + by' h + cy h = 0, cuya solución es de la forma: 

y h = C\y\ + C, jy. y, e y 2 son soluciones particulares linealmente indepen- 
dientes de la ecuación diferencial yCi y C 2 constantes indeterminadas. 

Entendemos que la solución de la ecuación diferencial completa es la suma 
de la solución de la ecuación diferencial homogénea más una solución parti- 
cular. Es decir: y = y h + y p Lagrange propone como solución particular a la 

expresión que surge de reemplazar en la solución de la ecuación diferencial 
homogénea las constantes por funciones dc x a determinar. Es decir: 
y P =Vi(x)yi + v 2 (x)y 2 . 

E1 problema es determinar qué funciones son éstas. Simplificando la nota- 
ción, podemos expresar la solución particular como: y p = + v 2 y 2 . Sabe- 

mos que la solución particular es solución particular de la ecuación completa 
y, como tal, debe satisfacerla. Entonces procedemos a calcular sus derivadas 
para reemplazar en la ecuación: y p = v, + v 2 y 2 ■ 

y' P = v 'i Li + ^il'i +v' 2 y 2 + v 2 y' 2 
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Vamos a imponerle una condición a ambas funciones. Pedimos que: 

v'j Vj + v' 2 v 2 = 0. A esta condición la llamaremos Condición N° 1. Es decir 

que: 

> v', y¡ + v' 2 y 2 = 0 Condición N 0 1 

Bajo tal esquema, tenemos entonces: 

y P =Vi^i +v 2 v 2 
y' P = v x y\+v 2 y' 2 

y" P = v 'y¡+ vi/ + v 2 V2 + v 2^2 

Reemplazando en la ecuación completa: ay"+óv'+cy = g(x), resulta: 

«( V ÍVÍ + ^ 1 / + v 2 y'i + V 2 V 2 ) + b (v x y[ + v 2 y' 2 ) + c(v¡y¡ + v 2 y 2 ) = g(x) 
Aplicando propiedad distributiva: 

av[y' + av x y'+ av' 2 y' 2 + av 2 y 2 + bv¡y' + bv 2 y' 2 + cv¡y¡ + cv 2 y 2 = g(x) 
Agrupando convenientemente, resulta: 

avy x + bv x y( + cv x y x + av 2 y" 2 + bv 2 y' 2 + cv 2 j 2 + av\y\ + av' 2 y' 2 = g(x) 
Extrayendo factor común, 

v i (ayí + ty\ + CPi) + V 2 (ay' + b y'i +cy 2 ) + a(v\y\ + v' 2 y' 2 ) = g(x) 

Pero, dado que y x e y 2 son soluciones de la ecuación diferencial homogénea 
asociada a la dada, resulta que: ay"+ by\ + cy x = 0 , ay"_ + by' 2 + cy 2 = 0 

Con lo cual la expresión anterior se reduce a: a(v\y\ + v' 2 y' 2 ) = g(x) 

A esta expresión la llamaremos Condición N ° 2. 
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Es decir: a(y[y[ + v 2 y 2 ) = g(x) Condición N ° 2 


Entonces nos quedaron dos condiciones impuestas sobre las funciones v, y 

j v[yi + v 2 y 2 = o 

\a(y¡yi+v 2 y' 2 ) = g(x) 


v 2 . Es decir: 


Se trata de un sistema de ecuaciones que, escrito en forma ordenada resulta 
ser: 

yÁ + y 2 v 2 = ° 

/ / , / / gO) 

y x v x +y 2 V2= - 


Dicho sistema se puede escribir en forma matricial: 


y, 

/ 

/ 

— 

0 

g(x) 

Ljj 

^ 2 J 

L v 2 _ 


a 


La matriz asociada al sistema de ecuaciones se denomina Matriz de 
Wronski y se trata de una matriz no singular (es decir, admite inversa), en 
virtud de que las funciones y t e y 2 son linealmente independientes. 

Se resuelve el sistema para v\ y v' 2 . Se integra finalmente para hallar Vj y 
v 2 . La solución complementaria se obtiene entonces de la forma: 
y P ~ v ]( x )y\ + v 2 (x)y 2 , que se suma finalmente a la homogénea para obtener 

la solución del sistema completo. Notar que se puede elegir cualquier cons- 
tante de integración al integrar para hallar v, y v 2 . Esto es así porque el sis- 

tema de ecuaciones impone condiciones sobre v[ y v 2 . 
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Ejempio 1 

Resolver la siguiente ecuación diferencial: y"—2y'—3y = e lx + 3x 

Resolvemos la ecuación diferencial homogénea asociada: y”-2y' h -3y h = 0, 
cuya ecuación característica es: r 2 - 2r - 3 = 0. Vemos que las raíces caracte- 
rísticas son r x = 3 y r 2 = — 1. 

Entonces armamos la solución: y h = C\ e x + Cj.e*. 

Planteamos como solución complementaria: y p = v x e 3 ' + v 2 e 
Luego, el sistema de ecuaciones resulta, en forma matricial: 

í ° 1 

^g 3 ' + 3x y 


f e 3x 


-X V 


v 3e" 


r 




Elegimos el método de Cramer para su resolución: 


A = 


e 3x e x 
3e 3x -e~ x 


= -e ix e~ x - 3e ix e~ x = -4e ix e~ x = -4e 2x 


\ = 


e 2x + 3x —e 


= -e~ x (e 2x +3x ) A , = 


e x 0 
3e ix e lx +3x 


= e 3x (e 2x + 3x) 


Entonces: 



-e~ x (e 2x +3x) 

-4e lx 


-e~ 3x (e 2x +3x) = -~(e~ x +3e~ 3x x) 

4 4 


O sea que: Vj = ' +3e 3x x)<ix =je X dx + 3 je 3x xdx 

cero para las constantes de integración resulta: 


. Eligiendo 
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1 


-e- x +3(--xe- 3x ~-e- 3x ) 
3 9 


1 -x 1 -3x 1 -3x 

= —e —xe - e 

4 4 12 


Análogamente: 


v 2 =^- = e3X(e2 ^ 3x) =--e x (e 2x + 3x) = -— (e 3x + 3e x x) 

A -4e 4 4 

Oseaque: v 2 = |--i(e 3jc +3e x x)¿¿c = -^ ^e 3x dx + 3 je x xdx 
Eligiendo cero para las constantes de integración resulta: 


1 

V2= “i 


— + 3(xe x -e x ) 
3 


1,3 3 

=- e 3x --xe x + -e x 

12 4 4 


Entonces, dado que: y = v x e 3x +v 2 e x 


Haciendo el reemplazo correspondiente resulta: 




1 -X 1 -3x 1 —3x 

- e -x.e- e 

4 4 12 


e 3 * + 


-—e 3 x --x¿e x +-e* 

12 4 4 


.e 


Aplicando la propiedad distributiva resulta: 


1 1 11 


3 3 


y=—e —x- e —x + — 

p 4 4 12 12 4 4 


O -L 7 x “ 

sea: y =— e ¿x - x + - 


Y la solución general resulta de sumar la solución homogénea con la solu- 
ción complementaria hallada. 


Solución General: y = C,e 3x + C?e x --e 2x -x + - 

3 3 
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Generalización del método 

Sea la siguiente una ecuación diferencial de enésimo orden: 

a„ (x)y {n) + <Vi (x) j ( "“' ’ + a n _ 2 (x) y { "~ 2 '+... + a 2 (x)y' + a, (x)y' + a 0 (x)y = g (x) 
con a n (x) + 0 (E1 supraíndice entre paréntesis implica orden de derivación). 

Simplificando la notación, podemos escribir: 

«J (B) +a n-xy (n ~ X) +a n- 2 y (n ~ 2) +- + a 2 y" + ay + a 0 y = g(x) a n (x) * 0 

Se resuelve la ecuación homogénea asociada y su solución será del tipo: 
y h = C,y x + C 2 y 2 + C 3 y 3 + ... + C n _ x y n _ x + C n y n 

Siendo yj,y 2 ',y 3 ',---',y„-j,y„ funciones linealmente independientes. 

Se plantea como solución complementaria la misma expresión pero variando 
las constantes: 

y P = v iEi + v 2 y 2 + v 3 y 3 + .. ... + v„_, v_, + v n y n con v,- = v,- (x) 

E1 sistema, escrito en forma matricial para obtener las v' se demuestra es 
como sigue: 


r- 







0 

y¡ 

+2 +3 

- +„-1 

+„ 


v i 



/ 

/ / 

/ 

/ 




0 

y¡ 

+2 +3 

- +«-l 

+„ 


V, 



rr 

/» rr 

rr 

// 




0 

y i 

y i +3 

- +„-i 

+„ 


V 3 




,,(n-l) ,(«—1) 

,,(«-•) 

,,(«-0 


/ 


0 

y i 

+2 +3 

•" +H-1 

+„ 


V „-l 




,,(«) ,,(«) 


,,(«) 


/ 


g(x) 

+i 

+2 +3 

+H-1 

+,, 


V „ 








a n 


Integrando, se obtienen las v ; = v ( (x) y se obtiene la solución general: 

y = y h +y P 
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Ecuaciones Diferenciales de orden superior con coeficientes 

CONSTANTES 

Lo visto para ecuaciones diferenciales de segundo orden es fácilmente gene- 
ralizables a ecuaciones diferenciables de orden superior como veremos en 
los siguientes ejemplos. 

a) Ecuaciones diferenciales homogéneas 

1) y "'+ 2y y '~2y = 0 

La ecuación característica es r 3 + 2r 2 — r - 2 = 0 . 
r¡ =1, r 2 = —1, r 3 = -2 => y = C]e x + C 2 e~ x + C 3 e~ 2x 

2) y"'-2y"+y' = 0 

La ecuación característica es r 3 - 2r 2 + r = 0. 
r, =1, r 2 = 1, r 3 = 0 => y = C,e x + C 2 x.e x + C 3 

3) y !V -y = o 

La ecuación característica es r 4 -1 = 0. 

rj=l, r 2 = — 1, r 3 = i, r 4 =—i => y =C x e x +C 2 e x + K x cosx +K 2 senx 

4) y y = 0 

La ecuación característica es r 3 -1 = 0 . 
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b) Ecuaciones diferenciales no homogéneas 

i )y'"-\y" = e-* n 

Resolvemos la ecuación homogénea asociada. La ecuación característica es 
r 3 -^-r 2 =0. r x =0, r 2 =0, r 3 =^- => y h =C x +C x x+C 3 e x/2 

Calculamos y p 

a —x/2 f ^ a ~x/2. tf 1 a ~x / 2 tt f ^ a ~ x / 2 

y P =Ae y p = --Ae ^ P = ^ Ae y P = ~% Ae 

A Ae -*n_l Ae -*n =e - x n 
8 8 

Reemplazando: 

--Ae~* /2 =e~ x/2 ^-i A = l.-.A = -4 
4 4 

Finalmente queda que y = C x + C¡x + C 3 e x/2 - 4e~ x/2 


2) y '"— 3 v "+ 2y' = e~ x + 5x 

Resolvemos la ecuación homogénea asociada. La ecuación característica es 
r'-3r 2 +2r = 0. ^=0, r 2 =l, r 3 = 2 => y h = C¡ + C 2 e x + C 3 e 2x 


Calculamos y p 

y p = Ae~ x + Bx + C y' p = -Ae~ x +B y" p = Ae~ x y'" p = -Ae~ x 

— Ae~ x — 3 Ae~ x — 2e~ x + 2 B = e~ x + 6x 

Reemplazando: i 

- 6 Ae~ x + 2B = e~ x => —6A = 1 a 2B = 6 A = — a B = 3 

6 


Finalmente queda que y = C¡ + C 2 e x + C 3 e 2x 


——e ' +3x 
6 
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ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE 2° ORDEN CON COEFICIENTES 
VARIABLES 

Hasta ahora hemos analizado el caso en que los coeficientes de la ecuación 
diferencial son constantes. Veremos ahora la ecuación diferencial de 
Cauchy-Euler, que es un caso en el que los coeficientes son funciones de x. 

Forma general 

La forma general es: 

a n (x)x"y n + 1 +... + a x {x)y'+a 0 { x)y = f(x), donde los ex- 

ponentes de la v, indican órdenes de derivación. 

Ecuación diferencial de Cauchy-Euler 

Esta ecuación tiene el siguiente formato: 

a n x n y n + a n _ 1 x”~ 1 y n ~ 1 +... + a 2 x 2 y"+a x y'+a 0 y = f(x) 

Es un caso particular donde los coeficientes son potencias de x multiplicadas 
por constantes. 

Analizamos el caso particular en que n = 2 y f(x) = 0 . 
a 2 x 2 y"+a x xy'+a 0 y = 0, con x + 0. 

En este caso se ensaya como solución particular a y = x'". Debemos determ- 
inar cuánto vale m. 

De lo visto surge que y'= mx'"^ ey"= m.(m - l)x'"“ 2 . Siy = x'" es una so- 
lución particular, debe satisfacer la ecuación diferencial, por lo tanto, re- 
emplazando en la ecuación diferencial queda: 

a 2 x m\m - ljx + a x mxx + a 0 .x =0 

Sacando factor común x'" queda: x'” \a 2 m.(m — l) + a x m+ a 0 \ = 0, conx + 0. 
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Esta ecuación vale cero, para los valores para los cuales 

a 2 m.(m — l) + a x m+ a 0 = a 2 m 2 + {a x - a 2 ).m+ a 0 = 0, ecuación que recibe el 
nombre de ecuación característica asociada a la ecuación diferencial. 

, , , -{a 2 -a l )±^{a 2 -a i y-4a 2 .a 0 

Las raices de la ecuacion son: m ,, =- - - 

2a 2 


Si llamamos m¡ y m 2 a las raíces de la ecuación característica queda: 
y¡ = x'" 1 e y 2 = i” 2 , que son las soluciones particulares que estamos bus- 
cando. Debemos ver ahora que ocurre con el determinante, si éste no se 
anula habremos obtenido la solución general de la ecuación diferencial. 


y i 


•V, 


,-l 




•/: 


W{x) 


X 


X 


,-l 


,-l 


+ 0 


/fii m 1 -1 nij m¡ —1 m 7 +m, —1 / \ , _» , 

x 1 m 2 x 2 - x 2 m x x 1 = x 2 1 \m 2 -mj+0 => /w, A m 2 

Por lo tanto si las raíces de la ecuación característica son distintas la solución 
general es: 

C ffl, i /-( m-j 

,x 1 + C 2 x 2 


Caso en el que m¡ = m 2 

Analicemos el caso en que = m-,, m = —--—. En este caso las solucio- 

2 a 2 

nes no son linealmente independientes, no se cumple que el determinante es 
no nulo. Debemos buscar otras soluciones particulares de la ecuación dife- 
rencial. 

Probamos ahora con y =x m e y 2 = x m Jnx. Debemos primero probar que 
y 2 = x'"Anx = y y lnx es solución de la ecuación diferencial y luego que el 
determinante es + 0. 
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j/ 2 =y v lnx => y 2 '=y x '.lnx + y x - :. y 2 " = y".lnx + 2y)--^ 

X XX 


Verificamos que a 2 x y 2 "+afXy 2 '+a 0 y 2 = 0. 

( i y V í A 

a 2 x 2 y x ".lnx + 2 y/ - +) + a { x y^.lnx+y x — + a 0 y v lnx = 

^ XX") X ) 

= lnx[a 7 x 2 y x "+a 2 xy x ' +a 0 y x ) +a 2 x 2 2 y l '—-a 2 x 1 + a 1 x_y 1 — 


x 


x 


a 2 x y x "+a 2 xy x ' +a 0 y x = 0 porque yi es solución particular de la ecuación. 

Queda entonces: 2a 2 xy)-a 2 y x +a x y x = 2a 2 xy x '+(a x -a 2 )y x 
Pero y x = x m y,'= mx'" 1 , reemplazando queda: 

2a 2 xmx’"~ l + (a x — a n ).x"' = 2a 2 mx"' + (a x - a 2 ).x'" = x"'.(2a 7 m + a x - a-,) = 


= x 


- 

r \ 

- 

2 a 2 

6/j 6/^ 

+ a x -a 2 

v 2a 2 y 


= x'”{a 2 - a x + a x - a 2 ] = 0. 


Por lo tanto y n = x'" .Inx es solución. 

Veremos ahora que el determinante no se anula. 


W(x) = 


x 


mx'" 1 mx'" 1 lnx + x 


x'" In x 


-í 


n —1 


m ( m- 1 i , m—l \ m j m- 1 

= x [inx Inx + x j—x Inx.mx 
= mx.ln x + x — mx.ln x = x + 0 


=4 y = C\ x'" + C 2 x m .lnx es la solución general. 
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Caso en el que nq y m 2 son complejas 

Si bien este caso está incluido en el caso en el cual m¡ ¿ m 2 , conviene ex- 
presar la solución en su forma aparentemente real. 

Si m x = a + bi, debe ser m 2 = a - bi, por ser las raíces complejas conjugadas. 
La solución general es: 

y = C x x a+bi +C 2 x a ~ bi 

fe b ' = cos b + i.senb 

Si utilizamos las fórmulas de Euler: j la solución ge- 

fe ~ b ' = cos b - i.sen b 

neral queda: y = C x x a . e bl hix + C 2 x a . e~ b ' ' nx , por lo tanto 

y = x a . [Cj (cos (b. in x) + i sen (b. in x)) + C 2 (cos (b. in x) — i sen (b. in x))] 
y = e a . [(Q + C 2 ). cos (b.inx) + i ,(C¡ - C 2 ). sen (b. in x)] 

Si hacemos C\ + C 2 = K\ e z.(Ci - C 2 ) = K 2 , queda: 

y = x a . \K x cos (b.In x) + K 2 sen (b.lnx)], que es la solución general, en es- 

te caso (llamada solución apa- 
rentemente real). 

Ejemplos 

Sabemos que y'=mx " ,_l ey" = m.(m — l).x m ~ 2 . Reemplazamos en cada ca- 
so en la ecuación para obtener los valores de m. 

1) x 2 y"-2xy'-4y = 0 

x 2 m.(m — \)x"‘ 2 — 2 xmx'"~ l - 4x" ! = x m (m 2 — 3 m - 4) = 0 

Por lo tanto: m 2 — 3m — 4 = 0 => m { = 4 a m 2 =— 1 
y = C¡x 4 + C 2 x~' 
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2) x 2 y"-3xy'+4y = 0 


x 7 m.(m — \)x m 2 — 3 xmx'" 1 + 4x m = x m [rn 2 — 4m + 4 ) = 0 
Por lo tanto: m 2 — 3m — 4 = 0 => m x =2 a m^ = 2 


y = CfX 2 + C 2 x 2 . ln x 
3) x 2 y"+3xy'+3y = 0 

x 2 m.{m — l)x"'~ 2 + 3xmx"'- 1 + 3x m = x'" (ni~ + 2m + 3 ) = 0 

Por lo tanto: m 2 + 2m + 3 = 0 => m t = —1 + V2/ a m 2 = -1 - y¡2i 

y = x~ x . cos (y¡2. ln jc)+ K 2 sen (^¡2. In x)] 

Una aplicación, las oscilaciones mecánicas libres 
Oscilaciones no amortiguadas 

Una de las aplicaciones que tienen las ecuaciones diferenciales de 2° orden 
es la descripción del movimiento de un resorte. Según la Ley de Hooke, el 
resorte se expande 0 comprime una cantidad y de unidades a partir de su 
posición de equilibrio (longitud natural). La fuerza F con la que tiende a 
volver a su posición de equilibrio es proporcional a la distancia v./ 7 (,v) = -ky. 
k >0, se denomina constante elástica del resorte y depende del material del 
mismo. 

Si se ata una masa m al extremo del resorte, éste se va a estirar 
y produce un desplazamiento y a partir de su posición de 
equilibrio. La posición y del resorte en función del tiempo t, 
suponiendo que el movimiento no es amortiguado (es decir 
que no actúan otras fuerzas más que la del resorte y el peso) 

g 

está dada por la ecuación diferencial: y"-\—y = 0. 

m ' 
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Oscilaciones amortiguadas 

En este caso actúa además otra füerza (fuerza de fricción que amortigua el 
movimiento que es proporcional a la velocidad). Esta fuerza es igual a — p.v, 
con p > 0. 

La ecuación diferencial que describe este movimiento es: y"+—y'+—y = 0. 

m' m' 

Bajo ciertas condiciones que veremos, en este caso se producen oscilaciones 

P k 

amortiguadas. Resolvemos la ecuación característica r"+ — r-\ — = 0, 

m m 

n I n“ /j J- 

r = -—± +-j- -, se presentan las siguientes situaciones: 

m V m m 

a) Reales distintas : y = Cje' |/ + C 2 e ’ 2 ', r x < 0, r 2 < 0 . En este caso, cuando t 
—> oo, y —> 0, por lo tanto el resorte tiende a ffenarse y no hay oscilaciones. 

b) Reales iguales : y = Cje' 1 ' + C 2 t.e r ' t , r x < 0, r 2 < 0. En este caso, cuando t 
-+ oo, también v —> 0, por lo tanto el resorte tiende a frenarse, a una 
velocidad menor que el caso a) y no hay oscilaciones. 

c) Reales complejas : y = e l " (Aj cos(bt)+K 2 sen ( bt )). En este caso, hay osci- 
laciones amortiguadas. 


Ejemplo: 

Calcular para qué valores de a la solución y(t) de y"+ay’+9y = 0 , presenta 
oscilaciones amortiguadas si y(0) = 0 ,y'(0)=l. 

Planteamos la ecuación característica: r 2 + ar + 9 = 0 , la resolvemos 

r = — a ¿ sla~ — 36 . a 2 -36<0=>0<a<6 
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SlSTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES 

Vamos a ver algunos casos de sistemas de ecuaciones diferenciales de primer 
orden. 

A) 

— = ax + by + f(t ) 

< , donde x ey son fimciones continuas de t. 

— = cx+d\’+ e(t) 

(dt J sw 

Para resolverlo procedemos de la siguiente manera: despejamos la variable y 
de la una ecuación y calculamos y',. Reemplazamos ambas expresiones en 
la otra ecuación. Obtenemos así una ecuación de segundo orden de variable 
independiente t. Resolvemos la ecuación, obtenemos x (t). Luego reemplaza- 
mos x (t ) y x\ para obtenery (/). 


Ejemplos 

1 ) 


dx 

—=4 x-y 
dt 

dt 


hallar la solución particular x(o) = 1 a y(o)=o 


Despejamosy de la primera ecuación: y = 4x — x/ ©, y/=4x/—x t " 

Reemplazamos en la segunda ecuación: 4x, '—x t " = x + 2(4x - x t ') 

x, "-6x/+9x = 0 => x(t) = C x e' + C 1 te' t 
Calculamos x’ (t) = 3C,e 3 ' + C 2 e 3 ' + 3C 2 te 3 ' 

Reemplazamos x(t) y x'(t) cn O. así obtenemos y(t). 

y^^^e 31 +C 2 te 3, )-(3C l e 3 ‘ +C 2 e 31 + 3C 2 te 3, )=C l e 3 ‘-C 2 e 3 ‘ + C 2 te 3t 
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\x{t) = C¡e 3 ' + C-,te 3 ' 

La solución eeneral es < 

\y{t) = C¡e 3 ' -C 2 e 3 ' + C 2 te 3 ' 


Buscamos ahora la solución particular: 


íl = Cr 
[o^q-Cj 



= 1 
= 1 


La solución particular es 

2 ) 


\x{t)= e 3 ' +te 3 ‘ 
\y{t) = te 3 ' 


- = 4x + y-36t 
dt 

— = —2x + y — 2e 
dt 


, hallar la solución particular x(o) = 0 a l(o)=i 


Dcspejamos v de la primera ecuación: y = xj—Ax + 36/ O, y/=x t "-4x,'+36 


Reemplazamos en la segunda ecuación: 
x t 4x,'+ 36 = -2x + x t '- 4x + 36 1 - 2e 

x, "-5x,'+6x = 36í - 36 - 2e'. Debemos calcular x h (t) y x p {t) 
x h {t) = C¡e 2 ‘ +C 2 e 3 ' 
x p {t)= At + B + Ce' 

• x p '{t)= A + Ce' => Ce'-5A-5Ce' +6At + 6B + 6Ce' =36t-36-2e‘ 
x p "{t) = Ce' 

2 C = -2 

<6A = 36 =>A = 6,B = -\,C = -\ x p {t)=6t-\-é 

-5A + 6B = -36 


x{t)=C¡e 2 ' +C 2 e 3 ' +6t—\—e'. Calculamos x'{t) = 2C¡e 2 ' +5C 2 e 3 ' +6-e' 
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Reemplazamos x(t) y x’(t) cn ©, así obtenemos y(t). 

y(t) = 2C x e 2t + 3C 2 e 3t + 6-e‘ - 4(c\e 2 ' + C 2 e 3 ' + 6t -1 -e')+ 36t = 


= - 2 Qe 2 ' - C 2 e 3 ' +10 +12/ + 3e' 


La solución general es 


\x(t) = C x e 2 ' +C 2 e 3 ' +6/-l-e' 


[y(/) = -2Qe 2 ' - C 2 e 3 ' +10 +12/ + 3e' 
Buscamos ahora la solución particular: 


í 0 — C¡ + C-> — 2 


La solución particular es 


[1 = ~2C X -C 2 +13 

\x(t)= 10e 2 ' -8e 3 ' +6/ —1 —e' 

I y(t) = -20 Qe 2 ' + 8e 3 ' +10 +12/ + 3e' 


fQ =io 

IC 2 —8 


B) Planteamos ahora sistemas de ecuaciones que responden al siguiente 
formato: 

dx dy 


a— + b— = cx + dv + /(/) 
dt dt W 

e ^_ + fd^_ = gx + hy + 

dt dt 


Expresamos el sistema matricialmente: 


con a.f -b.eit 0 


í a b\ 

fxA 


c c/ 



(f(t)" 

/, 

Jt's 


,S h. 


+ 

,s(t). 


Premultiplicando por 
Ejemplo 


a b 
\ e f J 


í „ <\ 

A 


obtenemos ' 

U/ 


y llegamos al caso A) 


.dxdy _ 

4-— = —3 x + sen t 

dt dt 

dx 

— = -y + cost 
dt 


-p^ 

1 

(<) 

= 

'-3 

o N 

fx) 

+ 

'sen f 

U 0J 



,0 

-l 



y cos t y 
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Premultiplicamos por 


U 


t 7 


0 1 

V—1 4 y 


(A 

-f 

-1 

f o r 



v 1 

0, 


V 

1 AJ 



-3 

o N 



' 0 

r 

' sen t' 




+ 




0 

-K 



-1 

4y 

K cos t y 


'o -T 


+ 

^ cos / 

= 

- y + co5 1 ' 

-4 y 



— sen t + 4 cos / ^ 


v 3x — Ay- sen t + 4cos / y 


íx/ = —y + cost 
\y t '=3)X—Ay—sen t + Acost 


Llegamos así a un problema del caso A) 

Despejamosj de la primera ecuación: y = —x/+cost O, y/=—x/'—sent 


Reemplazamos en la segunda ecuación: 

— x l "—sent = 3x — A(—x,'+cost)—sent + Acost => x¡"+Ax¡'+3x = 0 . 

x(t) = C x e~' + C 2 e” 3í 

Calculamos x'(t) = -C x e~‘ -3C 2 e _3í 

Reemplazamos x(t) y x'(/) cn O. así obtenemos y(t). 


y(t)=C x e ' +3C 2 e + cost 

\x(t) = C x e~' + C 2 e~ 3 ' 

La solución general es < 

(y(t) = C x e~' + 3 C 2 e~ 31 + cos t 

2 ) 


dx dv 

— + — = y + e 
dt dt 

^dx dy 

2-b = —2 y + sen t 

dt dt 


, hallar la solución particular x(o) = — 2 a y( o)=i 
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f 1 í\ 

(*/) 


"0 

1 'l 

fx 

+ 


K 

Jt\ 



-2, 



K sen t y 


Premultiplicamos por 


f\ r 

-í 

f-i i ^ 

^2 i 


,2 -K 


fx/ ) 


r-i i" 

4 0 

1 N 

fx ) 


r-i i' 

( e ~' " 

= 





+ 



<yt'y 


,2 -l 

,0 

-2, 

<y. 


,2 -l 

K sen t y 


"0 -3" 

fx) 

+ 

í -t \ 

- e + sen t 

= 

-3 y — e ' + sen t 

v0 4 y 



v 2e~' - sen t y 


v 4 y + 2e~' - sen t y 


\x/ = -3 y -e ' + sen t 
[ y t ' = 4 y + 2e~' — sen t 


Llegamos así a un problema del caso A) 

X f C ^ SCYl t 

Despejamos y de la primera ecuación: y = —^-— + —— ©, 

, x." e~' cos t 

v /=—- + — + — 


Reemplazamos en la segunda ecuación: 

x," e ' cos t 4x.' 4e ‘ 4sen t 

3 3 3 3 3 3 


+ 2e ‘ — sen t 


x t "~4x t ’ = cos t-e ‘ -sen t . Debemos calcular x h (t) y x p (t) 
x h {t) = C t +C 2 e 41 

x p (t)= Asen t + Bcos t + Ce ' 
x p '(t)= Acos t-Bsent — Ce~‘ 
x p "(t) = —Asen t — B cos t + Ce~‘ 

- Asen t — B cos t + Ce~' — 4 A cos t + 4 Bsen t + 4Ce~ / = cos t — e~'— sen t 
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- A + 4B = -\ 

3 5 1 

-B-4A = \ =>A = - ,B = - ,C = — 

17 17 5 

5C = -\ 

/ \ 3 5 \ _ t 

xAt)= - sent - cost - e 

p 17 17 5 

x(t)=C x + C 2 e 4 ' -—sent-—cost-—e~'. 


17 


17 


3 5 1 

Calculamos x'(t)= 4C 7 e 4 ' - cost-i - sent+—e~' 

17 17 5 

Reemplazamos x(t) y x'(t)e n O, así obtenemos y(t). 

M 4 ^ 4 r ^ 1 . 5 \ _ t \ _ t sent 

y(n =—4- cost - sent - e —e H- 

3 17 51 15 3 3 

M 4 r 4 ' j- ^ * j- 4 , 2 

= — C 2 e H- cost-\ - sent - e 


17 


17 


La solución general es 


x(t)= C¡ + C 2 e 4 ‘ — —sen t-—cos t ——e ‘ 


17 


17 


t \ 4 / '-t4/1 4 2 _ 

y(n = — C,e H-cos/H-- e 

3 17 17 5 


Buscamos ahora la solución particular para las condiciones iniciales. 


-2 = C, + C 2 - — ~- 

17 5 => Q=— C 2 =- 

l = _4 Ci+± _2 2 170 


17 5 


La solución particular es 


/ \ 1 171 4; 3 5 \ _t 

x\t) = - e - sent - cost—e 

2 170 17 17 5 

M 114 4/ , 1 _ 4 2 

y\t) = - e H- cos t H- sent -e 

85 17 17 5 
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Una aplicación de los sistemas de ecuaciones diferenciales 


Las líneas de campo de un campo vectorial en M 3 


En el capítulo anterior vimos como una aplicación de las ecuaciones diferen- 
ciales la determinación de las líneas de campo de un campo vectorial en M 2 . 
Vemos ahora lo que ocurre enM 3 . Siguiendo un razonamiento análogo para 
un campo vectorial / = (P;Q;R), tenemos las líneas de campo C de ecua- 


ción g{t) = [x(t);y(t);z(t )]. 

g'(t) = [x'(t);y'(t);z'(t)] = (P;Q;R) 


x'(t) = P(x;y;z) 
• y'(t) = Q(x;y;z) 
z'(t ) = R(x;y;z) 


Si desarrollamos el sistema de ecuaciones tenemos: 

- = P(*y;z) 

dt V ’ 

dy . x dx dy dz 

\ — = Q(x;v;z) => —-- = ——^-- = —-- 

dt P(x;y;z) Q(x;y;z) R(x;y;z) 

— = R(x; y; z) 

dt V 7 


Igualando y resolviendo las ecuaciones de a dos llegamos a un sistema de 
ecuaciones lineales del tipo A. La solución del mismo nos da las expresiones 
de las líneas de campo en M 3 . 


Ejemplo: f(x;y;z) = (l;y + 4z;2y-z), hallar SP para P=(0;3;0) 


dx dy dz 
1 y + 4z 2 y — z 


dy . 

= y + 4z 
dx 

dz 

— = 2 y — z 
dx 


Tomando las ecuaciones de a dos tenemos: ■ 
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Llegamos a un sistema de ecuaciones del tipo que ya vimos en el caso A. 

y' y y" y’ 

Despejamos z de la 1° ecuación: z = - -— O => z' = - --—. Reemplaza- 

4 4 4 4 

y" y' y' y 

mos en la 2° ecuación. -— = 2 v-h — => y 9 y = 0 . Llegamos a una 

4 4 ' 4 4 

ecuación diferencial de 2° orden homogénea. La ecuación característica es 
r 2 - 9 = 0, las raíces son r x = 3 a r 2 = -3 , por lo tanto: y = Cje 3x + C 2 e~ 3x . 
Calculamos y' = 3Cje 3x - 3 C 2 e~ 3x . Reemplazando en O obtenemos z. 


3 3 11 

3x ^ —3x 1 3x 1 /~i —3x 

—C,e - L,e - C,e - C n e 


= —C,e 3x - C 2 e~ 3x 

2 


La solución general es 
particular. 


'y = C x e 3x +C 2 e~ 3x 

i . Buscamos ahora la solución 

/~i 3x /~i — 3x 

z-—C,e —C 0 e 

[2 


3 - C, + C, 

• 1 

o = -c,-c, 

l 2 


Ci=2 a C,=l S.P.: 


f 3x , —3x 

| y = 2e +e 

3x —3x 

\z-e -e 
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Ejercicios Propuestos 


A) Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales homogéneas 

1) y"-1y'+2y = 0 , hallar la S.P. paraj (0) = 0; /(o) = -l 

2) y"+6y'+9y = 0, hallar la S.P. para y (0) =1; /(o)= 0 

3) y"—2y'+y = 0 4) y"+4y = 0 

5) y 2 v' = 2x , hallar la S.P. si la recta tangente en (0;3) es y = 3 - 2x 


B) Resolver ias siguientes ecuaciones diferenciales no homogéneas 

1) y"+y'—2y = 2x 2 —3x 

2) y"+5y'+4y = 20e x , hallar la solución particular para y (0) = 0; /(0) = -2 

3) y"-4y'+4y = sen x 4) y"-2y'-3y = e 2x + 3x 

5) y"+y'= x +1, hallar la solución particular para/0) = 0; /(0) = 1 

6) y"-2y' = cosx, hallar la solución particular parav(0)=l; y'(o) = — 


7) y"-3y'=x 2 +2x 
9) 2y"+y'+6y = 3 cos 4x — sen 4x 
11) y"+2y'+y = 2x 2 — 3x + 2 
13) y"+y'=x+e~ x 
15) 2y"+4y' = e~ 2x .cos x 
17) y'"-6y"+lly'-6y = 0 
19) y'"— 3y "+ 3y'— y = 0 
21) y'"+y" = x 2 +l + 3xe x 
23) y'"— 3y'+ 2y = 2e~ lx 
25) y’"-y' = senx 
27) y n -y'= 5 cosx 

29) x 2 y"+3xy'+y = 0 

31) x 2 y" +xy' +4y = 0 


8) y"+3y' = x 2 - 2x +1 
10) 3y"+4y'-y = 2e x - 3e~ 2x 
12) y"-2y'+y = x 3 + 2 
14) y"= 6x — 2 
16) y"+y' = e~ x .cos(2x) 

18) y'"-3y"+7y'-5y = 0 
20) y'"- 4y "+ 5y'- 2y = 2x + 3 
22) y' v — 5y"+4y'= 0 
24) y'"— y "+ y'— y = x 2 + x 
26) y'"-y" = 12x 2 +6x 
28) y' v — 2y'"+ y" = x 3 

30) y"+ — + = T = 0 

x x 

32) x 2 y" = 2v 
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C ) Sistemas de ecuaciones 


1 ) 


dx 

— = y — x 
dt 

dy 

— = -x - 3 v 
dt 


2 ) 


dx 

— = -y-3x 
dt 

— = 5x + y 
dt 


3) 


dy 

— = x 
dt 

dx 

— = —2x - v 
[dt 


4) 


dx 

— = y + x 
dt 

dy 

—=x+y+t 
dt 


5) 


— + 2x + 3 y = 0 
dt 

3x + 2 v + — = 0 
' dt 


hallar S.P. si x(o) = 2 a j(o) = 0 


6 ) 


dx 

— =y + x + t 
dt 

— = -Ay-3x + 2t 
dt 


hallar S.P. si i(o)=Oa y(ü) = l 


D) Problemas 

1) Determinar la función g(x) para que el campo f(x;y) = \y. g" (x);2.g(x)\ 
admita función potencial si / (0; 1) = (2; 4). Calcularla. 

2) Hallar el área limitada por z = 2 - h(x) , con x > y > 0, si h (x) es la solu- 
ción particular de y"+4y'+4y = 4x 2 + 8x + 2 . y( 0) = y' (o) = 0 . 

3) Hallar el área de la región plana limitada por la gráfica de /(x), si ésta es la 
S.P. de y”+y = 1 con y(0) = y'(0) = 0, y el ejex con 0< x< 2n. 

4) Dado el campo vectorial /(x;y) = [y./z'(x);/z'(x) + 2/z(x)], continuo y 
derivable, con /(0;1) = (2;2), aplicando el teorema de Gauss-Green de- 
terminar h(x) para que f(x).dx a lo largo de la frontera de una re- 
gión D resulte igual a 4 veces el área de la región D. 

5) Calcular (j]] ~(x + y).dx + y 2 .dy)^ desde (0;0) a (1;1) a lo largo de la curva 
solución particular de y"—y' = 2-2x,con y'(0) = 0. 
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Respuestas 

A) 1) y = C¡e 2 ' + C 2 e x , S.P.: y = -e 2x + e x 

2) v = C¡e~ 3x + C 2 xe~ 3x , S.P.: y = e 3v + 3xe" 3x 

3) y = C¡e' + C 2 xe x 4) y = K¡cos (2x) + K 2 sen (2x) 

B) 5) y = C,e~ 2x + C 2 e x - x 2 + -x - - 

1 2 2 4 

6) y = C¡e~ 4x + C 2 e~ x + 2e x , S.P.: y = ^e^ - 4e~* + 2e x 

, , 3 4 

7) y = C,e + Cx.e H-se« x H-cos x 

1 1 25 25 

8) y = Qe 3 '' + C 2 e~ x - +e 2x - x + y 9) y = C¡ + C 2 e~ x + x 2 


10 ) y = C¡ + C 2 e 2 ' -^cosx-^senx, S.P.: y = -y + ~ye ¿x --^cosx-^senx 

11) y: 

12 ) y. 

13) y = e 4 (k¡cos ('//{ x)+ K 2 sen(/2/ x))- 


1 


3 3 


2x 


l 


5 5 


r r 3i 1 3 4 2 8 

:C,+C,e —x x-x 

9 9 27 

r A.r -3x , 1 3 4 2 17 

12 9 9 27 


37 ÍA \ 19 ÍA \ 

- cos [4x) H-5e« (4x j 


346 


346 


14) y = C,e 


2 77 

3 3 


+ C 7 e 


2 77 

3 3 


i 1 x —2x 

+—e -e 
3 


15) y: 

16) y- 

17) y-- 

19) y: 

20) y- 

21) y = 
23) y : 


: C 3 e A + C 2 xe ' + 2x — 1 lx + 20 
: C¡e x + C 2 xe x + A' 3 + 6x' +18x + 26 

1 9 

: C, +C,e J H—x —x —xe x 

2 

( 1 1 

■ C, +C,e +e-cosx—se«x 

12 l 10 5 


18) y = C¡ + x.C 2 + x 3 - x 2 


: C| + C 2 e x - e x 


—cos (2x)—sen(2x) 
5 10 


C¡e' + C,e ' + C 3 e 


3jc 


22) y = C,e x +e x [Aj cos (2x) +A 2 seo (2x)] 
C¡e x + C 2 xe x + C 2 x~e x 24) y = Cje' + C 2 x.e' + C 3 e 2 ' - x - 4 
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25) y = C,e~ x + C y +C,x +—x 2 -—x 3 + -x 4 + —xe x -—e x 

2 3 12 2 4 

26) y = C x e x + C 2 e~ x + C 2 e lx + C 4 e~ lx 

27) y = C¡e' + C~,x.e x + C 2 e lx + — x.e 

28) y = C x e x + K x cosx + K 2 senx-x 2 — 3jc — 1 

f í nc \ f 


29) y = C¡e x + e 


30 )y = i 


-l/2x 


K x cos 




X 

v 2 y 


+ K 2 sen 




W 


JJ 


31) y = C¡e x + C 2 e ' + K¡ cosx + K 2 sen x ——x.sen x 


32) y = C¡ + C 2 x + +12x 2 + 3x 3 + — x 4 + —x 5 + C,e' + C 4 xe x 

12 2 20 3 

33) y = C¡x~ x + C 2 x~ x .Inx 14)y = K¡ cos(lnx)+K 2 sen(lnx) 

35) y = K l cos(2Inx)+K 2 sen(l¡nx) 36)y = C x x 2 +C 2 x~ x 

f x(t)=C¡e~ 2 ' + C 2 te~ 2 ' 

[ y(t) = -C¡e~ 21 + C 2 e~ 2 ' - C 2 te~ 
x(t) = e~‘(K¡ cos t + K 2 sen t) 


C) 1)< 


-2t 


2 ) 


3) 


y(t) = ~^e ‘[(K 2 -2K x )cost-(K¡ + 2 K 2 )sen t\ 


f x(t) = C¡e 1 + C 2 te ' 

[ y(t) = -C¡e~' - C 2 te~' - C 2 e~' 


4) 


c(t) = -C¡ +C 2 e 2 ' +-[t 2 -t-\) 


5) 


6 ) 


y(t) = C¡+C 2 e 2 ' -^(t 2 +t) 

x(t) = — \4e~‘ —12 te~' —6/+ 14 
y(t) = 1 0e~' + 6 te~' +5t-9 


J x(t) = e + e 51 

{y(t)=-e‘ +e~ 5 ' 

D) l)g(x) = 2e x ,U(x;y)=2e x y 2)A=^ 3) A = 2n 

4) h(x) = 2e~'+ 4x— 2 5) j^f.dx = j/^ 
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RESUMEN DE FÓRMULAS 

CURVAS EN M 2 

a) En forma explícita: y = f (x) P 0 = x 0 

b) En forma implícita: F(x;y) = 0 P 0 = (x 0 ; y 0 ) 

c) En forma paramétrica: f(t) = [x(t);_y(t)] f(h) = ( x oC v o) = F o 

Rectas tangente y normal 

En forma explícita: y, = f' x (x 0 ).(x-x 0 ) +y 0 y„=- ] (x-x 0 ) + y 0 

fA x o) 

En forma implícita: r t : (f' x ( P 0 ); F' y ( P 0 )) • (x - x 0 ;y, - y 0 ) = 0 

Vf(P a )*(x-x 0 ;y t -y 0 ) = 0 
. x-x 0 _ y„-y 0 

"'K(A) K( p A 


En forma paramétrica: v, ( P 0 ) = ( x, (t 0 ); y t (t 0 )) => r t : -f- = ' ” 0 

x ,(f) y,(t o) 

CURVAS EN R 3 

En forma paramétrica: / (t) = [x(t);y(t);z(t)J 

Recta tangente y plano normal 


vA p 0 )={ x ' l ( t A’'yA t o)’' z ',(t 0 )) => r < : 


x — x n 


\(f) 


n. 


' n ■■ x ,(tA{ x - x A + y.AAiy-yo)+ z ,(f)( z n 


_ y-y 0 _ 

y,(f) 

-z 0 ) = 0 
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SUPERFICIES 

a) En forma explícita: z = f{x;y) , x = f(y;z) , y = /(x;z) P Q =(x 0 ;y 0 ) 

b) En forma implícita: F{x;y;z) = 0 = (x 0 ;_v 0 ;z 0 ) 

c) En forma paramétrica: f{u;v) = yx{u;v); j(m;v);z(m;v)J 

f{u 0 ;v 0 ) = {x 0 ;y 0 ;z 0 ) = P 0 

Plano tangente y recta normal 

En forma explícita: z, = f' x {P 0 ).{x-x 0 ) +f{ {P 0 ).{y-y 0 ) + z 0 
r . x-x 0 _ y-y 0 _ z-z 0 

"■ m) m) -i 

En forma implícita: F' x {P 0 ). {x - x 0 ) + F' y ( P 0 ). (y - x 0 ) + F' z {P 0 ). ( z, - z 0 ) = 0 
(K (P 0 );K {P 0 );F){P 0 ))»(x-x 0 ;y-y 0 ;z , - y 0 ) = 0 
VF(P 0 )»(x-x 0 ;y-y 0 ;z t -z 0 ) = 0 
. x-x 0 _ y-y 0 _ z-z 0 

K(p 0 ) K(p 0 ) K(p 0 ) 

En forma paramétrica 


X 

1 

* 

o 

o 

i 

z-z 0 


X 'u( U O-'Vo) 

y' u ( u o; v o) 

z ' u ( u o; v o) 

= 0 

< 

o 

rí 

o 

v'w 0 ;v 0 

z 'v( u 0 ; v o) 


i 

j 

k 


'u( u 0 ; v o) 

y'u( u 0 ; v 0 ) 

z ' u ( u 0 ; v 0 ) 

= ( v i ; v 2 ; v 3 ) 

v( i < 0 ;v 0 ) 

y'v u 0 ; v 0 

z v(w 0 ;v 0 ) 


x- 

r„: 

o 

>> 

i 

ii 

*°l 

i 

z-z 0 
















Área de una región plana 
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En coordenadas cartesianas 


b y 2 ( x ) 


d x 2 {y) 


A = ^dx.dy = J J dy.dx = | j dx.dy 


a y¡(x) 


■i(y) 


En coordenadas polares 


b a 2 (r) a 2 r 2 (a) 

A = ^dx.dy = | | r.da.dr = j J r.dr.da 

a GC\(r) a¡ r¡(a) 


Volumen de un sólido (integrales dobles) 

En coordenadas cartesianas 


b y 2 ( x 


d x 2 (y) 


V= \\f( x;y).dx.dy = J J f(x;y).dy.dx= J J f(x;y).dx.dy 


a y 2 ( x ) 


■ x ¡(y) 


En coordenadas polares 

b a 2 (r) a 2 r 2 (a) 

F= íí/( x;y).dx.dy = J J f (r;a).r.da.dr = J J f (x;y).r.dr.da 

a a¡(r) a¡ r¡(a) 

Volumen de un sólido (integrales triples) 

En coordenadas cartesianas 

b y 2 ( x ) x 2 ( x ;y) d x 2 (y) * 2 ( x ;y) 

V = ^dx.dy.dz = J J J dz.dy.dx = J J J dz.dx.dy 

a y¡( x ) z \( x ;y) a x \(y)-i( x ;y) 
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En coordenadas cilíndricas 

b «2 ( r ) Z 2 ('■■■«) «2 r 2 (“) Z 2 ('■■ «) 

E = | | | r.ck.da.dr = J J J r.dz.dr.da 

a «j(r) Zj (/-;«) «, r,(«) Zj(r;«) 

En coordenadas esféricas 


b a 2 (p)ih(p;a) a 2 p,(a)ik(p;a) 

E=J J J p 2 sen<f>.d<f>.da.dp = ^ J J p 1 sen(¡).d<j).dp.da 

aa¡(p)fa(p;a) a¡ p¡(a) <p¡(p;a) 


Área de una superficie en M 3 

a) En forma explícita: si z = f(x;y) A = ILM z x) + { z y y -dx-dy 

si x = f(y;z ) A = JJ^^l + fz')" +(z' )' .dy.dz 
si y = f(x;z) A= JJ ^+ (y' x ) 2 +(y' z ) 2 .dx.dz 

b) En forina implícita 

F(x;y;z ) = 0 define a z = f (x;y ): A = JJ^ 

F(x;y;z) = 0 define a x = f(y;z ): J = JJ^ 

F(x;y;z) = 0 define a y = f (x;z): A = JJ^ 



c) En forma paramétrica: A = £1 fu A fí \du.dv 











Resumen de fórmulas 


489 


Integrales de superficie 

A) De un campo escalar 

a) En forma explícita 

z = f(x;y)\ JJ G(x;y;z).dS= JJ fl G (x; y; f (x; y )) f + (z' ) 2 + (z' )' .dx.dy 

s 

x = f(y;z ) JJ G(x;y;z).dS= JJ fl G(f(y;z); y;z).<Jl + (x' y )* + (x' z f .dy.dz 

s 

y = f(x;z) JJ G(x;y;z).dS= JJ D G (x; f (x;z);z).^j]+(y' x ) 2 +(y z f.dx.dz 

s 

b) En forma implícita 
F(x;y;z) = 0 define a z = f(x;y) 

JJ G(x;y;z).dS = jj^G(x; y;f(x; y)). ^ ^ | ^ .clx.cly 

s | 

F(x;y;z) = 0 define a y = f(x;z) 

jjG(x;y;z).dS = jj^G(x; f (x; z); z). ^ —^ | ^ .dx.dz 

s \y | 

F(x;y;z) = 0 define a x = f(y;z) 

x;y;z).dS = jj^G(f(y;z);y;z ). — —^ | ') ^ .dy.dz 

s |Ac| 

c) En forma paramétrica: jjG(x;y;z).dS = jjG(u;v)\f' u a f v ydu.dv 

s 
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B) De un campo vectorial 

a) En forma explícita 

z = f{x;y) ■ JJ G(x;y;z).dS= JJ D G{x;y; f (x;y))»{-z x ;-z y ;\).dx.dy 

s 

y = f(jc;z ): JJ G(x;y;z).dS = JJ D G(x;f(x;z);z).» (~y x ; 1 /-_y' ).dx.dz 

s 

x = f(y;z ): JJ G(x;y;z).dS= JJ D G(f(y;z);y;z).»(\;-f y ;-x z ).dy.dz 

s 

b) En forma implícita 

F(x;y;z) = 0 define a z = f(x;y) 

(F ' F ' F ) 

JJ G(x;y;z)»ñ.dS = JJ^ G(x;y;f (x;y ))»— , — ~-.dx.dy 


F(x;y;z) = 0 define a y = f(x;z) 

(F ' F ‘ F ) 

JJg(x; y;z) • ñ.dS = JJ^G(x;/(x;z);z)* — , , — —.dx.dz 


F. 


F(x;y;z) = 0 defíne a x = f(y;z) 

(F ' F ' F ^ 

íf(-y-) • ñ.d s = jj D Ó(f(y;z);y;z ) • ' . ,, .dy.dz 

S / x| 

c) En forma paramétrica: JJg(x; y;z) • ñ.dS = Jí d G(«;v).(7J a f. ^.du.dv 

s 

Teorema de Gauss: (JJ^G(x; y;z).dS = JJJ divG.dx.dy.dz 
Teorema de Stokes: (J G(x;y;z).dx = JJ^ ro/ G»ñ.dS 
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